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第 7 章点集拓扑初步 

§7.1 拓扑空间 

本讲义的第三章讨论了实数列和复数列（与实函数和复 函数） 的 

极限 概念. 每引进•-个极限概念，都必须重复基本上相似的叙述.在极 

限概念的基础上第四章讨论了（实数域到实数域,实数域到复数域.复 

数域到复数域的）映射的连续性 概念. 每引进一个连续映射的概念，也 

必须重复基本上相似的 叙述. 有时对于某种特殊情形 （例 如，在闭区间 

M 的端点 a 或6处函数的连续性)，还必须另加 说明. 在第四章中还 

讨论了函数列的一致收敛性 概念， 它在许多方面和数列收敛概念相似， 

但必须重复进行讨论在数学的进一步发展中，我们还会遇到类似的收 

敛性与连续性的概念,它们虽然互相有异，但在许多方面极其相似.因 

此，有必要把所有这样的问题放在一个更大的、更为抽象的框架中统 

一处理，以免不必要的重复•在§ 4 . 5 的第 i 8 题中，我们知道， R 到 R 

的映射的连续性概念可以通过 R 上的开集概念来刻画这就是我们 

将在本章引进由开集概念刻画的“拓扑 空间” 这个抽象的数学概念的 

缘由. 我们只介绍拓扑空间理论中的已成为分析学的重要工具的数学 

概念和 结果. 事实上，这些概念已成为数学界常用的共同语言，不了解 

它们将使我们难于与当今数学界进行真正的交流所以，同学们有必 
要努力掌握它. 

定义 7.1.1 设 X 是个集合 • X 上的一个拓扑: T 是由/的一些 
子集组成的满足以下条件的子 集族： — 

(0 设乂是一个指标集，则 

Va € A(U a GT)=> |J U a € r ； 

a£A 

( ii ) 设 f = {1， … ，埘 是有限个指标组成的指标集，则 
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Vj e F(Uj G T) n ^ € r ; 

jeF 

(iii) 0 E T, X € T. 

集合 X 和 X 上的一个拓扑 T C2 X 组成的二元组 （X 丁）称为 
一个拓扑空间，其中表示 X 的子集的全体构成的集合•当丁已从 
上下文可以无误地确定时，也简称 X 是个拓扑空间•了中的元素称为 

(关于拓扑了的) 开集. 

例 7.1.1 设 X 是个集合， P ( X ) (也常记做 2 X ) 是 X 的全部子 
集组成的子集族.显然， V(X) 满足定义 7.1.1 中的条件 （ i),(ii) 和 （ iii )， 
故 (X,V{X)) 是个拓扑空间，称为 X 上的离散拓扑空间， P ( X ) 称为 

X 上的离散拓扑. 

例 7.1.2 设 X 是个集合， X 的子集族 { X ,0} 显然满足定义 7.1.1 
中的条件 ( i )，( ii ) 和 ㈣ ,故( X , { X ,0}) 是个拓扑空间，称为 X 上的平 

凡拓扑空间， {^0} 称为 X 上的平凡拓扑. 

应当指出，离散拓扑空间和平凡拓扑空间是拓扑空间概念的两个 
极端： 最强和最弱的拓扑（强与弱的确切定义将在稍后给出 )• 除了用 
它们来说明拓扑空间的概念外，通常它们没有多大用处，因为它们实 
在太简单，不可能由离散拓扑空间和平凡拓扑空间概念得出任何深刻 

结果. _ 

例 7.1.3 R 上的普通拓扑是指 R 的所有可以表示成开区间的 

并的集合组成的集族.易见，这个集族满足定义 7.1.1 中的条件 （ i )，( ii ) 

和 （ iii). R 上的“普通拓扑”常记做(参看 § 2 .5 的第 23 及 2 4 题 •） 

例 7.1.4 RU {- oo } 上的上拓扑是指 RU{-oo} 的所有形如 

[- 00 , a), a€R 的左无穷开区间，空集 0 和 RU{-oc} 组成的集族 7；. 

不难检验， (RU{-oc},r u ) 满足拓扑应满足的三个条件. 

例 7.1.5 RU{oc} 上的下拓扑是指 RU{oo} 的所有形如 (a,oc] } 

aeR 的右无穷开区间，空集 0 和 R U {oo} 组成的集族几同学们不 

难检验， （ RU{oc}，70 满足拓扑应满足的三个条件 • 

例 7.1.6 R n 上的普通拓扑 W 是由这样的子集组成的子集族以: 

G GU <=> Vx G G3e > C G), 
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其中 B(x ， e) = {y e R 71 : |y — x| < Q 是以 x 为球心， £ 为半径的 

开球， R n 中向量 z = (々，•••，&)的长度是欧氏空间中的长度： j z | = 
■ n 1/2 

•易见，这个集族满足定义 7.1.1 中的条件 （ i )，( ii ) 和 （ iii ). 例 
7.1.3 是本例的特例. 

例 7.1.7 用 C [0,1] 表示定义在闭区间[0, 1] 上的全体实值连续 

函数构成的集合. C [0，1] 上的最大绝对值拓扑(或称一致收敛 拓扑） x 
定义为 


M = {Gc C [0,1] ： Vx 6 G 3 e > 0( B ( x , e ) c G )}, 

其中 B ( x ,£) = {y e C [0,1] : \ y - x \ = max \ y ( t ) ^ x ( t )\ < e } 是以 
怎 为球心， e 为半径的 C ：[0，1] 中 的开球 ， |均= max | 冲)|称为函数 

0 亡 1 


2 2 ⑷ e C [0，1] 在 ( C 7[0， lj , A <) 中的长度(或称范数或称模).易见， 

( C [0, 1 ], M ) 满足定义 7.1.1 中的条件⑴，⑻和 （ iii ). 

例 7.1.8 我们将用 C [0,1] 表示闭区间 [0,1] 上的全体实值连续 
函数构成的集合.(7[0, 1] 上的绝对值积分拓扑 Z 定义为 

I={Gc C[0, 1] ： Vx e G3e > 0(B(o ： ,e) c G )}， 


其中 B ( o :， e ) = e C [0, lj : \y - x \ 2 = j \ y ( t ) - x ⑴ | 汾 < 是以 x 

为球心， 5 为（绝对值积分）半径的开球， C [0， lj 中的函数^ 

在 ( C [0,1], J ) 中的长度(或称范数或 称模） 是 I 2 | z = 冲) ㈣ .易见， 

( C [0, lj ，2：) 满足定义 7.1.1 中的条件 （ i )，( ii ) 和 （ iii ). 

例 7.1.9 我们将用尺[0，1]表示闭区间 [0.1] 上的全体实值 Ri e - 
marm 可积函数构成的集合•在尺[0, 1] 上引进关系〜 如下： 

f 〜 9 f |/(0 - g { t)\dt - 0. 

Jo 

易见，〜是尺 [ o ， i ] 上的一个等价 关系. 由这个等价关系产生的等价类 
全体记做 i ?[0， l ]. 为简单起见，我们通常不区分等价类及代表这个等 
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价类的任何函数，只是作以下约定：两个等价的函数将看成是相同的 
函数. 1] 上的拓扑心定义为 

= {G C fl[0,1] : Vx G G3e> 0{B(x y e) C G )}， 

其中 B ( x , e ) = | j / e C [0,1] ： |y - x \ z x = | y ⑷一工 ⑷㈣ < 0 是以 

x 为球心， e 为半径的开球，柳， 1] 中的函数 z =外）在 mOMh ) 

中的长度(或称范数）是/ k ⑷陴易见,满足定 

Jo 

义 7.1.1 中的条件 （ i) ， (ii) 和 （ iii). 

值得指出的是，例 7.1.7 和例 7.1.8 是在同一个集合 C [0,1] 上 
赋予了两个不同的拓扑>1和 2. 因此，得到了两个不同的拓扑空 
间: ( C [0, l ], yW ) 和((7[0，1]，2：).例 7 .1. 8 和例 7 .1. 9 是在不同的集合 
C [0,1] 和/?[0, 1] 上赋予了两个不同的，但十分相似的拓扑 Z 和 

定义 7.1.2 设71和丁 2 是集合 X 上的两个拓扑.若71 C T 2 ，则 

称拓扑 7 i 比拓扑％弱，或称 拓扑乃 比拓扑71强. 

易见， X 上的平凡拓扑是 X 上的拓扑中最弱的拓扑，即它比 X 上 
的任何拓扑都要弱 . X 上的离散拓扑是 X 上的拓扑中最强的拓扑，即 
它比 X 上的任何拓扑都要强 . R 上的上拓扑和下拓扑均弱于 R 上的 
普通拓扑.例 7.1.7 和例 7.1.8 是在同一个集合 C [0,1] 上赋予了两个不 
N 的拓扑和 I ，同学可以自行 证明： 人1比1强. 

定义 7.1.3 设 X 是拓扑空间， xeX ， NdX . N 称为 x 的一个 
邻域,若有开集 G 使得 x € G C 见这时,我们称 x 为 iV 的一个内点. 

含有点 x 的开集 G 必是 : r 的邻域，它称为 x 的一个开邻域•显 
然，点 x 的任何邻域都包含点 x 的一个幵 邻域. 

W 

命题 7.1.1 X 的子集 G 是幵集，当且仅当 G 的任何点都是 G 
的内点. 

证 若 G 是开集，则 

Vx G G{x E G C G). 

故 G 是 G 的任何点的邻域,换言之， G 的任何点都是 G 的内点 • 


反之，若 G 的任何点都是 G 的内点，则 


§7.1 拓扑空间 5 


Vx € G3U X e T(x e U x c G), 

其中： r 表示 x 上的拓扑•这时 • g d y t4. 又对于任何 x e g , a： e 
f4, 故 Gc U 因此 J€G 

x£G 

G= |J ^ € T, 

xeG 

即 G 是开集. n 

定义 7.1.4 设 X 是拓扑空间， FcX . F 称为闭集 ，假若 = 
X\F 是开集. 

由 dc Morgan 对偶原理，X的全体闭集构成的集族 JT 应具有以 
下 性质： 

⑷设4是个指标集，则 Va e A{F a e JF) => Q F a e T; 

aeA 

(b) 设万是个由有限个指标组成的指标集，则 

Va e B{F a G \J F ae jr. 

(c) X e ，， meT. 

定义 7.1.5 设 X 是拓扑空间， ECX . E 的闭包，记做瓦定义 
为所有包含 E 的闭集之交. 

由闭集的性质 （a)，E 的闭包 E 也是闭集.事实上，定义 7.1.5 是 

在说，£的闭包 E 是包含£；的最小闭集，即任何包含£的闭集必包 

含 E 的闭包由此 ，五 是闭集，当且仅当 E = E . E 的另一个刻 
画是 

命题 7.1.2 设 X是拓扑空间，£ c X，则对于任何: r e X，有 

xeE ^ Vx 的开邻域 t/([/ n £^0) 

Vx 的邻域 V"(K HE ^ (/)). (7.1.1) 

证为了证明 (7.1.1) 中的第一个双箭头，只需证明双箭头两端的 
命题的否定命题等价 ，即： 
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Vx € X(x ^ E <=> 3 x 的开邻域 J 7(?7 HE = 0)). 

若 x _ 瓦贝 IJ (E) c . 是 rr 的一个开邻域，且五 n (£) c = 

0 证得. 

反之，若 3x 的开邻域 c/(t/n 五 =0) ，则 t/ c 是闭集， Rx^u c ,Ec 
U c . 按定义 7.1.5, £ C C/ c ，故 x 《 R “<=” 也证得 . 

(7.1.1) 中第二个双箭头向左的一半是显然的，向右的一半证明如 

T: # 

Va : 的开邻域 t /({7 n £/0)， 

而 V 是: r 的邻域，则有: r 的开邻域 [；, 使得 x e f ； C 由此 

vnFDl/nF^0. □ 

定义 7 . 1.6 设 X 是拓扑空间， EcXixeX 称为集£的一 
个极限点(或称聚点)，假若对于 X 的任何邻域 t /， 有五 n ([/ \ {X}) # 0. 
E 的极限点的全体称为只的导集，记做 £ f . J：eE 称为 E 的一个孤 
立点，若 x 非 E 的极限点. 

命题 7.1.2 告诉 我们： 


E = E ' UE . (7.1.2) 

易见，若£ == X ，点: r 是 X 的孤立点，当且仅当 { x } 是 X 的一 
个开集. 

定义 7.1.7 设 X 是拓扑空间， ECX . E 的内核，记做 E 。 或 

int E , 定义为 E 的全体开子集 之并. 

不难看出， E 。 是 E 的最大开子集，也是£；的内点的 全体. 另外， 

不难看出， _ 

E 0 =济 • 

定义 7.1.8 设 X 是拓扑空间， EcXj\E 。称为 E 的拓扑边 
界，简称为边界. 

易见, E\E° =En (E°) c = EnW. 因此 ，五 的边界是闭集•另 
外，五是既开又闭的，当且仅当五的边界是空集.这是因为 E\E° = 
iH = E° <=^E = E = E° £ 既开又闭. 
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定义 7.1.9 设 X 是拓扑空间 ， DC ECX. D 称为£ 中的稠 
密集， 若万3 特别， D C X 称为是拓扑空间 X 中的稠密集， 若 

V = x. 

由命题 7.1.2 不难看出， Dcx 在 X 中 稠密， 当且仅当对于 X 的 
任何幵集 G ， 有 

例 7.1.10 有理数集 Q 和无理数集 R\Q 在赋予普通拓扑的 R 

中均稠密.但有理数集 Q 和无理数集 R \ Q 在赋予离散拓扑的 R 中 
均非稠密. 

定义 7.1.10 设 X 是拓扑空间，若 X 有至多可数个点组成的稠 
密子集，则 X 称为可 分的. 

显然，赋予普通拓扑的 R 是可分的，赋予离散拓扑的 R 是不可分 
的. 

§7.2 连续映射 

定义 7.2.1 设又和 y 是两个拓扑空间•映射/: x y 称为 
在点 : r G X 处连续. 假若对于点 /( x ) 在 K 中的任何邻域 iV , /- i ( AT ) 
是点 x 的邻域 . X 到 F 上的映射/称为 在集合 A C X 上连续 ，若对 
于任何点 xe A 它在点 x 处 连续. 若 f 在 X 上连续，便简称/ 连续. 

因为点: r 的任何邻域都包含点 a : 的一个开邻域，映射 f 在点 : r 处 
连续，当且仅当对于点/ ㈤ 的任何开邻域 iV ， 严⑼是点： r 的邻域. 

由第四章中定义在 R 的区间上的实值函数的连续性概念的定义 
可知，以上定义的连续性概念是第四章中引进的实数轴上定义的实值 
函数的连续性概念在拓扑空间上的直接推广 • 

例 7.2.1 设 X 和 K 是两个拓扑空间， f:X^Y 是 常映射 ，即 

3ceyyxeX(f(x) = c) y 

则/连续 • 

这是因为对于任何点 x e X 和点 /( a ：) 的任何邻域 AT，Vy e 

X(f(y) = c E N). 换言之， r'N) = X、 X 当然是: r 的邻域•故 
/在任何点 X 6 X 处连续. 
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例 7.2.2 设 （义， 71) 和 { X , T 2 ) 是两个建立在同一个集合 X 上 
的拓扑空间， \ d x ： X ^ X 是恒等 映射 ： Vrr e X ( id x ( a ;) =砟则 7 i 比 
乃强， 当且仅当恒等映射 id 看成 （ X ，71) 到 ( X ， T 2 ) 的映射时是连续 
的. 

命题 7.2.1 设 X 和 K 是两个拓扑空间，映射厂 X — 八则映 
射/连续的充分必要条件是：对于任何 Y 中的开集 G ，/^( G ) 在 X 
中是开集. 

证设映射/ ： x -> y 连续，而 g c y 是 y 中的一个开集. 
对于任意的 : r G 严 ⑹，/⑻ e G ， 开集 G 是/⑷的一个邻域•因 
f : X ^ Y 连续，广 HG ) 是: r 的 邻域. 由于： r 是 r l ( G ) 中任意的点 

和命题7.1.1，尸⑹在 X 中是开集. 

反之，假设对于任何 r 中的开集 G ，/^( G ) 在 X 中必是开集.对 
于任何 xgX 和任何 /(； r ) 的邻域％有幵集 C ， 使得 /( x ) eCcN . 
因此 ， rr € r \ G ) C 广切).按假设， ”( G ) 在 X 中是开集，故 
f _ l ( N ) 是 x 的邻域./在: c 处连续.因 rr 是 X 中的任意的点，故/ 
在 X 上连续. 口 

注命题 7.2.1 是 §4.5 的第18题在一般拓扑空间上的推广 • 

因为 r l { Y \^) =义\广 1 ⑷(参看 §1.6 第8题⑴),我们得到命 
题 7.2.1 如下的对偶 表述： 

命题 7.2.2 设 X 和 F 是两个拓扑空间，则映射/ : X — /在 
X 上连续的充分必要条 件是： 对于任何 V 中的闭集 K /^( F ) 在 X 
中是闭集. 

命题 7.2.3 设 X ， y 和 Z 是三个拓扑空间，/ : A — Y 和 
g : Y^Z 是两个连续映射，则复合映射 gof:X — Z 是连续映射. 

证设 GcZ 是 Z 中的开集，则 

(9of)- 1 (G)^r l [g-' l (G)}. 


因 S 连续，故在 Y 中是开集.又因/连续， rw - HG )] 在叉 
中是开集，故 ( gof )- l ( G ) = 广 1 [厂 MG )] 是； f 中的开集. mCcZ 
是 Z 中的任意开集,故 S 。/在 X 上连续. □ 
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定义 7.2.2 设 X 和 F 是两个拓扑 空间. 双射/ : X — ：K 称 

为 X 和 F 之间的一个同胚（映射)，若/和分别是 X — y 和 

K — X 的连续映射 • 两个拓扑空间称为同胚的，若这两个拓扑空间之 
间存在同胚（映射). 

两个拓扑空间之间的同胚关系是等价 关系. 因此，拓扑空间按同胚 
关系分成许多等价类.拓扑学就是研究同胚（映射）下不变性质的几何 

学.换言之，拓扑学就是研究刻画按同胚关系分成的同一等价类中的拓 
扑空间的特征的数学. 

例 7.2.3 开区间（… 7 r ,7 r ) 和 R 是同胚的.这是因为映射 


tan : (-7 r /2,7 r /2) — > R 

是同胚映射，换言之 ， tan : (-7 r /2,7 r /2) — R 和 arctan : R (- tt /2. 

tt /2) 皆为连续映射. 

例 7 . 2.4 开区间（一 7 r ，7 r ) 和任何开区间 ( a ,6)( a <6) 都同胚.它 

们之间的同胚映射可以通过适当的平移和相似变换得到.因而，任何 
开区间 ( M)(a < 6) 和 R 是同胚的. 

例 7 . 2.5 开区间 （ a ，6 )(a < 6) 和任何两个不相交开区间的并 
M ) U ( e，/)(c < d < e < f ) 不同胚.这是因为，若映射 s : ( a , b ) ^ 
( c , d ) U ( e , /) 是同胚，则有 x , y 6 ( a , 6)， 使得 


9 ( x ) = 4^， 9 { y ) = 


因为 


c + d < d ± e < e ± l 


2 2 一 
由连续函数的介值定理，应该有 2 e ( a , 6)，使得 

( M = ^ i ( c 5 d ) U ( e , /) 

这与 ff : ( a ，6) — ( c ， rf ) U ( e , /) 矛盾. 


§7.3 度量空间 

正像极限概念常通过距离来描述一样，我们要遇到的拓扑空间中， 
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大量的是通过空间中两点的距离来刻画它的拓扑的.这种由距离刻画 
它的拓扑的拓扑空间便是以下要引进的度量空间： 

定义 7.3.1 设 X 是个非空集合.映射 — R 称为 X 
上的一个度量(也称距离)，假若它满足以下条件： 

( i ) Vx,y G 彡0)，且 p ( x ， y ) = 0 <=> x = y ; 

( ii ) Vx , y e X ( p { x , y ) = p ( y ， x ))' 

( iii ) Vx , y,z e X ( p ( x } z ) ^ p ( x , y ) + p { y , z )). 

这时， ( X . p ) 称为度 量空间 .当 P 己可从上下文确定时，也称 X 为度 
量空间. 

定义 7.3.2 设 ( X 、 p ) 为度量空间 ， a G X , r 6 (0, oo ]， 则集合 

B ( a , r ) = - {x e X : p ( a . x ) < r } 

称为 （度量空间 ( X ， p ) 中的）以 a 为球心， r 为半径的开球 • 

命题 7.3.1 设 ( X y p ) 为度景空间 ， A G 2 ' 定义在 A 上取正实 
数值或 go 的函数之全体记做给定了 4 e 和 r €仏，令 

G A ,r = |J B(a ， r ⑷)， 

aeA 

则 x 的子集族 

T = { Ga.v : Ae 2 x y r € V A } (7.3.1) 

满足拓扑空间的三个条件(定义 7.1.1 的⑴，⑼， ( iii )). 

证 设/ 是一个指标集，对于每个 a e 有€ 2 X 和映射 

r Q : A (1 (0, oc ] 

与之对应.我们要证明 U G Aa , rn e T . 换言之，我们要 证明： 有 A C X 

ael 

和映射― ► (0, oo ]， 使得 

GA,r — [J 

a£l 

为此，设 

A = [J A a ， 

a €/ 



并定义 
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Va 6 r ( a ) = sup r Q ( a ) I , 

{a:aeA Q } ) 

上面等式右端的 sup 表示对一切满足条件 a e 的 a 求上确界. 

{ aia ^ Ac ,} 

由4的定义，满足条件 a 的 o 至少有一个.不难看出， 

〕 U G^ a Ta . 

a €/ 

反之,设 x e G ^， r ， 则有 aeA . it^xe B ( a ? r ( a )). 由 yl 和 r 的定义, 
有 a e 使得 a e A Q K 


x € B(a ? r a (a)) c G Aq ^ C (J G a ^ Tq . 

ael 

这就证明了 GU， r C UG 4， rQ . 和已经证明了的反方向的包含关系结 

ae / 

合起来， 便得： GU, r = U GU u ， ra ，定义 7.1.1 的⑴ 成立. 

a£T 

设 J = {1，…， n } 是由有限个指标构成的指标集，对于每个 j e J . 
有沟 C X 和映射 r ) •• 4 — (0, oo ]_ 又设 

Z € 门 

jeJ 

则对于任何 jeJ ， 有 %•(：!；) e 屯使得 


Vj e J(p(aj(x) y x) < r^ajix))). 


令 


r(x) = min (r^a^x)) - p{aj(x),x)) 


易见 r ( x ) >0. 我们将 证明: 


n 〜 




u 


B(z，r (: r)) 


jeJ 


xe ^ GA ^ 


(7.3.2) 


先设 y € U B ( x ， r ^;))， 必有 a : € fl G 、 〜使得 y e 

Pi GAj，rj jG</ 

j€J J 3 

B (« r ， r ⑻).换言之， 



12 第 7 章点集拓扑初步 


p{y, x) < r(x) =min (rj(aj(x)) - fi(aj(x),x)). 

故 

Vj G J(p{y } aj(x)) ^ p(y,x) + p(aj{x),x) < rj(aj(x))). 

因 V j G J{aj(x) e Aj) y 我们有 


y e f] 


这就证 明了： 

n 〕 U B{x,r{x)). 
反过来的包含关系 


P| G Aj ^ rj C IJ B{x,r{x)) 

j€J xe f | G Aj. rj 

ieJ 

是显然的.等式 (7.3.2) 证得.定义 7丄1 的⑻成立 • 

因 

仿 = G 访 ， r 、 X = Gx，u 

定义 7.1.1 的 （ iii ) 成立. □ 

定义 7.3.3 设( X , p ) 是度量空间，由集合 X 和命题 7.3.1 的 
(7.3.1) 式中的: T 所确定的拓扑空间 (X 、 T) 称为度量空间 （ X ， p ) 上由 

度量 p 诱导所得的拓扑空间，简称度量空间 （ Xp ) 的（诱导）拓扑空 
间. 

以后除非有相反的申明，当度量空间 ( X , p ) 看成是一个拓扑空间 
时，总是指它的（诱导）拓扑空间. 

由命题 7.3.1 的证明，我们还得到以下两个 推论： 

推论 7.3.1 设 {X )P ) 为度量空间， GCX 是开集的充分必要条 

件是： 

Vx 6 G3r > 0(B(x, r) C G). 

由这个推论还可得到 

推论 7.3.2 设 (X,p) 为度量空间， x € X, 则单点集 {z} 是闭集. 
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在 §7.1 中我们介绍了拓扑空间的九个 例：例 7.1.1 到例 7.1.9 .除 
了例7.1.2,例 7.1.4 和例 7.1.5 夕卜，另外六个拓扑空间中的任一个都可 
由某个（通过引进适当的度量的）度量空间诱导得到. 

例 7.3.1 例 7.1.1 中的 X 上引进度量 


P ( 工， y) 




1，当 a ; / y 时， 

0，当 : r =以时 


后所得的度量空间将诱导出 X 上的离散拓扑. 

例 7.3.2 例 7.1.3 中的拓扑空间 RM 可通过 R 上的以下度量 
的度量空间诱导 而得： 

P(^?/) = \x-yl 

例 7.3.3 例 7.1.6 中的拓扑空间可通过 R / 1 上的以下度 
量的度量空间诱导 而得： 


咖, y ) 


W w 


3 


例 7.3.4 例 7.1.7 中的拓扑空间 C [0, llM 可通过 C [0 ? 1] 上的 
以下度量的度量空间诱导 而得： 


p ( 工， y) 




例 7.3.5 例 7.1.8 中的拓扑空间 C [0, lj ,2： 可通过 C [0, lj 上的以 
下度量的度量空间诱导 而得： 

P( x ^y)=[ \x{t) -y(t)\dt. 

JO 

例 7.3.6 例 7.1.8 中的拓扑空间邱)，”，：^可通过 i ?[0,1] 上的 
以下度量的度量空间诱导而得： 

P (工，3/)= / |x ⑴ -y ⑴味. 

Jo 

请同学们自己检验：以上引进的度量满足度量空间的度量的三个 
条件，以及这些度量空间诱导而得的拓扑空间恰是我们在 §7.1 中对应 
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的拓扑空间.我们将来会证明：例7.1.2,例 7.1.4 和例 7.1.5 中的三个 
拓扑空间均不可能由度量空间诱导而得. 

我们还可以引进以下的度量空间及由它们诱导而得的拓扑 空间： 

例 7.3.7 设 

/ 2 = 卜 = ， … ，〜， …) ： x n e R，n = 1 ， 2,…; 二 (x n ) 2 < oo L 

I n=l 」 

l 2 上的度量定义为 


P( X ， y) = ' - Vn) 2 - 

\ n=l 

可以证明 { l \ p ) 是个度量 空间： 作为 Minkowski 不等式（参看第一册 
第5章第7节的例 5.7.4) 的特例， Euclid 空间的度量满足三角形 
不 等式： 



N 

、 [(yn -:n) 2 . 

、 n=l 


让不等式两边取极限 （iV — oo )， 得到 



这就是说， ( l ' p ) 满足度量空间中的三角形不等式.顺便指出，以上的 
不等式（让 y = 0) 告诉我们， Vx,z E l ，2 ( p ( x , z ) < oc ). 很容易检验 Z 2 
满足度量空间的另外两个条件. 

例 7.3.8 设 A 表示闭区间卜，上的实值 ( Riemann ) 可积函数 
全体.在 Y 上引进等价关系〜 如下： 

f 〜 9 ㈡ f j/ ⑷一 g(f)| 2 冶 = 0. 

J a 

由等价关系“〜”产生的等价类全体记做 
在 x 上引进度量 


V/,5 ^X[p(f ： 9) = \ / \f(^)-9(^)\ 2 dx 
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不难检验， （ X ， p ) 是个度量空间 .( 主要一点是检验三角形不等式，把积 
分看成是 Riemann 和的极限，而对应的 Riemann 和的三角形不等式 
在例 7.3.7 中己经讨论过了 .） 

命题 7.3.2 设 （ X ， p ) 和（ V ， 〆 ）是两个度量空间， x € X ? 映射 
/： X — y ， 则 f 在点 x 处连续，当且仅当 

Ve > 03 S > OVy e X ( p ( x , y ) < 5 => p f ( f { x ) J { y )) < e ). 

证这可由推论 7.3.1 得到. 口 

命题 7.3.2 正好是实数域到实数域的映射连续性概念的直接推广. 
命题 7.3.2 也可改述为以下 形式： 

命题 7.3.3 设 （ X ， p ) 和（7， 〆 ）是两个度量空间 ， x € X ，映射 
/ : X Y ，则/在点 x 处连续，当且仅当对于任何点列 { x n : n e 
N } CX ， 有 

lim p ( x n , x ) =0 => lim p \ f { x n ), f { x )) = 0. (7.3.3) 

n—^oo n—►oo 

这个命题的证明留给同学自行完成. 

我们通常把满足条件 lim p ( x n ) x ) = 0 的点列 {〜} 称为收敛于: r 

n—>oo 

的点列，记做: r = lim 命题 7.3.3 中的 (7.3.3) 式可改写成 

n—*oc 

lim x n = x lim f { x n ) = f { x ). (7.3.3)’ 

n—^oc n—^oc 

这样的表述与 第三章 关于数列极限的表述就更接近了. 

我们自然地还可以得到以下的一致连续性概念的推广： 

定义 7.3.4 设 （ X ， p ) 和（7, 〆 ）是两个度量空间.若映射/ : 
X — Y 满足条件 

Ve > 03 S > OVx , y 6 X ( p ( x ， y ) < 8 p \ f ( x ) J { y )) < e ), 

则 / 称为在 X 上一致连续的映射. 

应该指出，一致连续性概念对于普通的拓扑空间之间的映射是无 
意义的，它只对度量空间之间的映射才是有意义的.(有一种特殊的拓 
扑空间，称为一致空间，在它上面可以建立一致连续的概念.我们不去 
讨论一致空间的理论了 .） 
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§7.4 拓扑子空间，拓扑空间的积和拓扑空间的商 

定义 7.4.1 设 [ X ， 丁) 是个拓扑空间 ， F C X •令 

则 （ y , Ty ) 是个拓扑空间，它称为 { X ' T ) 的一个拓扑子空间， 7 V 称为 
拓 扑了在 y 上的相对拓扑. 

(KTy) 是个拓扑空间这一事实，即满足拓扑空间定义屮的三个条 
件（定义 7.1.1 中的 （ i) ， (ii) 和 （ iii ))， 是很易检验的，我们把它留给同学 
自己去做. 

设 ( X ， 丁) 是个拓扑空间 ， r C x , 则拓扑了在 y 上的相对拓扑 
Ty 是使得嵌入映射 ? ： ： r X 是连续映射的 y 上最弱的拓扑，其中 
嵌入映射 z : y - x 定义为 

Vj / G Y ( i ( y ) = y ). 

假设给了两个拓扑空间（尤丁）和 ( Y . S ). 又给了映射 f : X — 
( f ( X )， S /(x) ) 是 /( X )在 Y 中的拓扑子 空间. 映射 A : X — f [ X ) 定义 
为 

Vx ^ X ( fi ( x ) = /( x )). 

则/连续，当且仅当 △ 连续. 

这两个命题(我们未把它们列在编号的命题中）的证明虽然都很简 
单，但对初学者却是很好的练习，所以留给同学自己补出证明的 
细节. 

设 （ X ，： T) 和 { Y : T y ) 如定义 7.4.1 所示.任何 S e 7V 称为 F 上 
的相对开集，或称为在拓扑子空间 F 中的开集.特别 ， Y = 在 
拓扑子空间 y 中是开集.当且仅当 y e 了(即 y 是拓扑空间 X 中 
的开集）时，拓扑子空间 y 中的幵集在拓扑空间 X 中也是开集.若 
五 c y 在 y 中相对闭，即 f \ £； = y n G ， 其中 G 在 x 中是幵集，因 

E = y \( y \£；) = y \( ynG ) = ( ynx )\( rnG ) = yn ( X \ G ), 4 S [ 

£； 在 y 的相对拓扑中闭，必有 x 中的一个闭集兄使得£ = Fny . 
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这个命题的逆命题也可利用上述等式去证明.故 e 在 y 的相对拓扑 
中闭，当且仅当有 x 中的一个闭集兄使得 E = Fny . 由此不难得 
出，当且仅当 f 在 x 中闭时， y 中的所有的相对闭集在 x 中也闭. 
若 ( Z ,5) 是个拓扑空间，则映射 f •• z — x 是连续的，当且仅当映射 
h^Z-^Y 是连续的，其中 y = f(Z )、 拓扑空间 （ r ， Ty ) 是 （尤丁） 的 
拓扑子空间，而 W € Z(f l (z) = / ㈤ ).因为/和 A 只在目标域上有 
差异，为了不使符号太累赘，我们常把 A 简记做/•若 ( X : p ) 是个度 
量空间，: k C X ， 则 P 在 y X Y 上的限制（为了书写简便，仍记做 P) 显 
然是 y 上的一个度量， （ y ， p ) 称为的度量子空间.这个度量子 
空间诱导出的 y 上的拓扑恰是度量空间 （ x ， p ) 在 X 上诱导出的拓扑 
在 F 上的相对拓扑.若无误解的可能，常把 y 称为； C 的子空间（既可 
看成度量子空间，也可看成拓扑子空间). 

以上的讨论中包含许多命题 • 这些命题的证明细节都留给同学自 
己去补出. 

定义 7.4.2 设 ( X : T ) 是个拓扑空间. BCT 称为拓扑了的一 
组基，若 


注以上定义中的条件也可改写成 



yGeTyxeG3UeB(xeUcG). 

例 7.4.1 在 （ R ， ZY ) 上，其中 W 是 R 上的普通拓扑，开区间族 
{( a ，6) : a ， b € Q, a < b} 是 U 的一组基•在 （ R n ， ZY ) 上，其中 W 是 R 71 
上的普通拓扑，开球族 { B ( a ， r ): reQ , aeQ n }^ t / 的一组基. 

例 7.4.2 设 ( X , p ) 是个度量空间 . X 上由度量 p 诱导而得的拓 
扑 X 可以如下 定义： 开球族 { B ( x , r ) : x e X y r > 0} 是拓扑 T ■的一 
组基 • X 上由度量 p 诱导而得的拓扑： T 是在命题 7.3.1 的证明中定义 
的. 同学可以证明以下两个 命题： 

(1) 任何开球是命题 7.3.1 的证明中定义的拓扑中的 开集； 
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(2) 任何命题 7.3.1 的证明中定义的拓扑中的开集都是一些开球之 
并. 

定义 7.4.3 具有由可数个元素组成的一组基的拓扑空间称为是 
满足第二可数公理的拓扑空间. 

( R ， W ) 和 （ R ' ZY ) 都是满足第二可数公理的拓扑空间. 

应该指出，一旦给了拓扑空间的基，这个拓扑空间的开集（作为这 
个基中集合之并）就完全确定了.换言之，基确定了拓扑.但是，同一个 
拓扑空间的基可以有好几个.例如，拓扑空间 （ R 川上的全体开集构 
成一个基.又， （ R ， W ) 上的全体开区间也构成一个基.例 7.4.1 告诉我 
们： （ R , ⑷上的全体左右端点均为有理数的开区间也构成一个基. 
下面的命题将告诉我们，什么样的集族可以成为某个拓扑的基. 
命题 7.4.1 设； T 是个集合， S 是久的子集构成的一个子集族, 
则 S 是某个 X 上的拓扑的一组基的充分必要条 件是： 

( i ) U f /二义； 且 

ueB 

( ii ) 对于打的任何有限子集，…， C 4} 和任何 : re ft Uj , 必有 

VeB , 使得 n 

xeV cf]Uj. 

证 若 B 是拓扑： T 的一组基，因 X e T 和定义 7.4.2 后的注中 
关于基的条件的改述，我们有 

yxeX3U x eB(xeU x cX), 

故 

x c \ Ju x c [ jucx . 

xex ugb 

条件 （ i ) 成立. ^ 

又对于 B 的任何有限子集{%，•••，&}和任何 x G H Uj . 因 

j =1 

xe f] Uj e T, 故必有 VeB, 使得 a: G V C fl Uy 条件 （ ii) 也成立. 
之，设 s 满足条件 （ i) 和 （ ii). 令 3 


§7.4 拓扑子空间，拓扑空间的积和拓扑空间的商 19 



T = 


\ gcx：g = 


以上关于: r 的定义也可改述为 

G eT ^ WxeG 3 U x eB { xeU x c G ). 



不难检验 X 6 了(用到条件 （ i )) 和0 € T •今设/是个指标集，且 


VaG I { G q € T ), 


则由: T 的定义, Vae /( G a = U .因此 


UCG 

ueB 


U G. = U U c U Uc[jG a 

q 6/ ^cu a ^/G Q ct€/ 


因而 


U = u ^ 

q€/ ^Cu a g j G q 


由了的定义 


\ jG Q eT 

ael 


最后设 


G j € 丁 U = 1， …， 打)， 


X 


e n 


则 


3 


Vj eilr -^ njBUjeBixeU . cGj ) 


由条件 （ ii )， 有 V e S , 使得 


^Vcf]Ujcf] Gj. 

j=i j=i 

因此 n 

n g 3 = u u . 

7=1 

i/cn? =1 ^ 

这就证明了 ft G 彡 e 氕这样，我们证明 了：： T 满足拓扑三条件（定义 

)=1 

7 .1.1的 （ i )，( ii ) 和 （ iii )). 由 r 的定义， s 的确是: r 的一组基. D 
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定义 7.4.4 设 （ U ) (j = l ， …， n ) 是 n 个拓扑空间 . n 个集 
合 A (j = 1，…， n ) 的笛卡儿积 f [ 4定义为 

n 

=eXj (j = 1 ， … ， n)}. 

(它是 §1.6 第 15 题的推广 .） 在笛卡儿积 fl 上定义乘积拓扑如下: 

j=i 


乘积拓扑的一组基是 n &的子集族丨 n %: % e 赋予乘积 

j=i i j=i ) 

拓扑后的笛卡儿积 g 々称为 n 个拓扑空间 ( X ^ Tj ) 0_ = 1，…， n ) 

的乘积（拓扑）空间^ n 

容易看出，子集族 | ft % : 满足命题 7 . 4 .1中的两个 

L j=i J 

条件，它的确是某拓扑的一组基.应该指出的是：一般来说，子集族 


{ ft UjiUjeTj ] 并不满足拓扑三条件（定义 7 .1.1的 W , ⑻和 ( iii )). 
因此，它并非笛卡儿积 ft X ,.上的拓扑，而只是某拓扑的一 组基. 


3 


若 PO , Pj)(j = 1， …， n ) 是 n 个度量空间.在笛卡儿积上 
定义乘积度量 如下： 


P((Xi， …，： Cn)，（?/1， …， 2M)) = max pjixj.yj). 

不难看出，乘积度量 p 满足度量空间中的度量应满足的三条件（定义 
7 . 3 .1 的 （ i )，( ii ) 和 ( iii )). 因此， ( ft ^ j , p ) 确是度量空间，称为 

(j = l ，...， n ) 的乘积度量 空间. 乘积度量空间 ( nx j)P ) 上的诱导 

拓扑恰是 n 个度量空间 [ X hPj ){j = l ，"., n ) 上的诱导拓扑的乘积拓 
扑.同学们可以自行证明这一点. 

设义= flXj ， 则映射 

i=i 

7Tj : X Xj, 7rj((xi,---,x n )) = Xj 
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称为乘积空间 X = f \ Xj 到它的第 j 个分量空间（或称坐标空间）上 

的投影（映 射). 

n 引理 7 . 4 .1设闪， 7 })(j = 1，…， n ) 是 n 个拓扑空间 ，X = 
ft 丁是 X 上的乘积拓扑，则投影（映射 : X — 4是连续的. 

证设 G c X ,是拓扑空间 ( Xj . Tj ) 中的开集，则 

^j\G) = xGx ( f[ X k ^j e T. 

k~l Ar=j+1 

所以 7 Tj 连续. □ 

命题 r .4.2 设 = l ，...， n ) 是 n + 1 个拓扑空间， 

X = ft 义，了是义上的乘积拓扑，则映射 f ： Y ^ X 连续的充分必 

i=i 

要条件是：对于每个 j e {1, …, n }， 映射 TT ,。/:}" — 义是连续的， 
其中 — 是投影（映射). 

证必要性是命题 7.2.3 和引理 7.4.1 的推论.充分性证明 如下： 

假设对于每个 j € {1, …， n }， 映射巧 ◦ / : ：K — X ,连续，则对于 
任何6^€7}0 = 1，…， n )， 有 

(^ ofr ^ G ^ eS . 


但 

㈨ 。 /)— 1 ⑹ ） =/- ，广 ⑹)]^/- 1 



广 1 n \ 

r^llXkxGjx € 5 . 

k=l /c=j+l 

由此 




rJ'-l 

HXkXGjX 

‘ k=l 





X k x Gj x 



E 5* 
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因为集族 { ft Gj e 7 }， j = 1,…， n } 是乘积拓扑了的基.任何 : T 

中的元素均可表成基中元素之并，而并的原像等于原像的并.所以，乘 
积拓扑： r 的元素关于映射/的原像必是开集，故/连续. 口 

注1顺便指出，在以上证明过程中，我们得到了以下很有用的 
命题： 

设 （ X ， T ) 和 ( r ,5) 是两个拓扑空间， e 是 { Y , S ) 的一组基，则映 
射/: x — y 是连续映射的充分必要条 件是： 

yGeB { f -\ G ) eT ). 

注 2映射巧 o /: y — x , 也称为映射/: y 4 x 的第 j 个分 
量或第 j 个坐标.因而，命题 7.4.2 告诉我们，映射厂 y — X 连续，当 
且仅当它的所有的分量（或坐标）连续. 

注 3 让注 2 中的 F f = idx, 我们便得到如下 

i=i 

命题： ft 4上的乘积拓扑是使得 n 个投影映射巧 (j = 1,…， n ) 连 

j=i 

续的 ft ；0 上的最弱的拓扑. 

•7=1 

设{咒 ： Qe 是集合 X 上的一族拓扑，则 r = n t q 也满足拓 

ael 

扑三条件（定义 7.1.1 的⑴，⑻和 ( iii ))， 因而它也是 X 上的一个拓扑 • 
它比所有的拓扑 { T q : a el } 都弱.另一方面，同学不难证明，若 S 是 
X 上的一个比所有的拓扑 { T a ：ae 1} 都弱的拓扑，则 S 比了弱.换 
言之， T " 是 X 上比所有的拓扑 { T a : a € /} 都弱的拓扑中的最强者. 
设 S 是集合 X 的一个子集族，则 Q = n 了是 X 上的 

的拓扑 

一个拓扑，它是包含 S 的最弱的拓扑.这时，我们称 Q 是由 <S 生成的 
拓扑，也称 S 是拓扑 Q 的一组亚基.若 S 是由子集族 S 中所有可能 
的有限个元素之交组成的集族，不难证明， S 是拓扑 Q 的一组基.换言 
之，对应于基5的拓扑恰是由 S 生成的拓扑. 

为了将以上关于有限个拓扑空间乘积的概念推广到无限多个拓扑 
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空间乘积的概念上去，我们有必要从另外的角度去观察有限个拓扑空 
间乘积的概念. 

有限个非空集七 (j = 1，…， n ) 的笛卡儿积 ft A 中的点（^，…， 


x n ) 可以看成是满足条件 


3 


Vj G {1 ， … ,n}(xj 6 Xj) 

的一个映射 x : {1, …， n } — C ) 4之图像，其中巧= x ⑴ （j 

j=l 

1 ， …， n). 

映射之图像与映射是 一一 对 应的. 所以，有限个非空集 X 3 [j 
1，…， n ) 的笛卡儿积 fix , 可以用以下的方法等价地定 义：记 J 

i=i 

贝 IJ ft &定义为满足条件 






J 


Vj G I(xj = x ( j ) G Xj) 


的映射 X : / — U Xj 之全体. 


现在我们模仿上述想法去建立任意多个（可有限多个，也可无限 
多个）非空集的笛卡儿积的概念. 

设 i 是个指标集，对于每个 aeLX a 是个非空集，集合族: 
a e 的笛卡儿积 n 义 a 定义 如下 ： ri Xa 是满足条件 

otei ae/ 


Va € I(x n = x(a) € X a ) 


的映射 x : J 


U 之全体. 

aei 


若 Va e I ( X a = X )，则记 X 1 = U X a . 因为在给定的条件下 

a 6 / 

U ^ a =^, 所以，这时，恰是所有 J 到 X 的映射之全体. 

° 6 对于每个 a e /， 映射 


- JJ X(3 —^ X a ^ 

Pei 


丌 a(X) 


X, 


称为笛卡儿积 n 到第 a 个分量（坐标）空间的投影（映射) 

(3ei 
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现在我们可以给出任意多个拓扑空间的拓扑积(或称乘积拓扑）的 
定义了. 

注意到命题 7.4.2 后的注3, —族拓扑空间的笛卡儿积上的乘积拓 
扑可以如下 定义： 

定义 7.4.5 假设对于每个 a el , [ X a J a ) 是个拓扑空间，笛卡 
儿积 H 上的乘积拓扑定义为使得所有坐标投影 7 r tt , aG / 都是连 

aei 

续映射的最弱拓扑. 

笛卡儿积 n 上给了个拓扑1对于每个固定的 a € A 为了 

0€1 

使得 7 T a : n ^ (相对于拓扑： r 和拓扑 7；) 连续，当且仅当笛 

卡儿积 n X /?的子集族 

f3ei 


n^(T Q ) = {n- i (G):GeT Q } 


是 拓扑了 的子集.因此.笛卡儿积 n 义/3上的乘积拓扑是由集族 

Pei 

u 生成的拓扑，换言之，是包含集族 u 的最弱的 

aG / / 

拓扑.具体地说，集族 U TT - 1 ^) 中各种可能的有限个元素之交构成 

a€/ 

乘积拓扑的一组基.易见，集族 u n ^( T a ) 中有限个元素之交具有形 

aG / 

式： 

ael 

其中除了有限个指标 /^(J = 1，… .， n ) 夕卜， G tt = X a , 对于那有限个指 
标巧 (j = 1，…, n )， eT dj . 这里可以更清楚地看出，定义 7.4.5 的 
确是定义 7.4.4 的推广.和命题 7.4.2 的证明一样,我们可以得到 

命题 7.4.3 设 （ r ， S ) 和 （f Q )(a € /) 是拓扑空间， X = 
H X 。，丁是 X 上的乘积拓扑，则映射 f ： Y ^ X 连续的充分必要条 

ael 

件是： 对于每个 a e 厂映射 7 T Q 0 / : y — 忍 连续. 

因证明和命题 7.4.2 的完全一样，故留给同学自行完成. 
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定义 7.4.6 设 （ KS ) 和 ( X y T ) 是两个拓扑 空间. 映射/ : r 




X 称为开映射，若 


VGe S ( f ( G ) € T ). 


因为并的像等于像的并，故映射 f ： Y ^ X 是开映射，当且仅当 

VG e G T), 

其中 s 是 （ y ;< s ) 的一组基. 

命题 7.4.4 设 {( H ) : a € /} 是一族拓扑空间, X ^ Y \ X q , 

ael 

T 是 x 上的乘积拓扑，则对于每个 a ei , 坐标投影 7 T Q :义4 是 
开映射. 


证集族中有限个元素 ^ l ( G Pj ) (j 




參## 


，汀)(其 


中 G 0j e T 0j (j 


， n )) 之交具有 形式： 

n 

fK»n 仏， 


3 


aG / 


其中当0^{仇 ，…， /5 n } 时， G Q = 忍，而当 a = G = 1 ，…， n ) 时， 
G n = G Pj eT^. 因而， Va e I(G a € T Q ). 


今 


TTa 




G a E T q . 


ae / 


因集族 


IT G - : 除有限个 a 外 G a = ，对于那有限个 a ， G tt e r a 


a£l 


构成乘积拓扑 T 的一组基，故 7 T a 是开映射 • . . 口 

定义 7.4.7 设 ( Y ^ S ) 是拓扑空间, X 是集合， f : Y^X 是满映 
射 . X 的子集族 

T={GcX ： f-\G)^S} 

满足拓扑三条件（定义 7.1.1 的 ( i )， ⑻和 （ iii )). r 称为 （ y , s ) 关于映 
射/在 X 上生成的商 拓扑. ( X , r ) 称为由映射/产生的商拓扑空间. 



26 第 7 章点集拓扑初步 


显然，映射厂 : K — X 是 （ y ，< S ) 到 { X . T ) 上的连续映射.事实上， 
T 是使得映射 f ： Y -^ X 连续的 X 上最强的拓扑. 

例 7.4.3 在 R 和 C (= R 2 ) 上的拓扑都指的是普通拓扑•考虑 

R — C 的映射 

/ : 0 e 1 ^ = cos 0 十 i sin 0. 

/( R ) 是复平面上以 0 为圆心的单位 圆周. 作为复平面的子集, /( R ) 可 
以看成 C 的拓扑子空间，记做 (/( R ),5), 其中5是 /( R ) 关于 C 的拓 
扑的相对拓扑.另一方面，集合 /( R ) 上又可赋予关于映射/ : R — C 
的商拓扑，由此得到的拓扑空间记做 (/( R ), Q ). /( R ) 上的这两个拓 
扑是一样的.换言之，恒等映射 id : /( R ) — /( R ) 是 _， Q ) 到 
(/( R ),5) 上的同胚. 

显然，/是 R — C 的连续映射.故/也是 R — /( R ) 的连续映 
射，其中 /( R ) 上被赋予关于 C 的拓扑的相对拓扑. /( R ) 上关于映射 
/的商拓扑是使得映射/连续的 /( R ) 上最强的拓扑.因此， /( R ) 上 
关于 C 的拓扑的相对拓扑弱于 /( R ) 上关于映射/的商拓扑 • 

假若利用（以后要引进的）紧空间的概念及将在 §7.6 要介绍的推 
论7.6.4,那么立刻可得到 /( R ) 上 C 的相对拓扑强于 /( R ) 上关于映 
射/的商拓扑的结论. 

现在我们不利用推论 7.6.4 而直接去证明 /( R ) 上在 C 中的相 
对拓扑强于 /( R ) 上关于映射/的商拓扑的 结论. 为此，我们愿意对 
/( R ) 上关于映射/的商拓扑作较具体的 刻画. 设石 C /( R ) 是商拓 
扑 Q 中的开集.假若0兴 /( R ) \五，则 有如 使得对一切 n e Z ， 有 
e i (^+2 n .) ^ £；( 注意： /是以 2 tt 为周期的周期函数.映射/相当于把 
一条（无限长）的直线以 2 tt 为周期地卷在圆周上!) • 易见， 

r l ( E )= U { r l ( E ) H {9 0 + 2 n 7 T ,0 o + 2 (n + 1) tt )). 

Tl^Z 

因 / 是以 2 tt 为周期的周期函数，故 r l (E)n{d 0 +2nn,e 0 + 2(n + l )7 T ) 
与 r l (E)n(do.e 0 +2n) 是可以通过平移而重合在一起的两个集合•注 
意到平移是 R 到自身的同胚映射,这两个集合在 R 中同时开或同时 
不开.所以 r 1 ^) 在 R 中是开集，当且仅当 /— 1 ⑹ n (0 oA + 2 7 T ) 在 
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R 中是开集.由商拓扑的定义 ，五 e Q ， 当且仅当 f- l (E)n{0Q,e o + 2 n ) 
在 R 中是开集. 

首先,我们应指出，映射 


^ : (/?, 9) ^ pe w 

是 

O’ 0 X (沒 0 ’沒 0 + 2?r ) ^ = P ^° : ^ < P ^ ^ (00 為 + 27 T ) 

的同胚映射.而且，集合 

= P ^ 9 : 5 < P < 沒 € ( 沒 0, 沒 0 + 27 r)| 

在 C 中是开集. 

一旦广 1 ⑹ n (0 o A + 27 T ) 在 R 中是开集，则 c 中的集合 

= P ^° ' 2 < ^ < 2'^ ^ 厂 1 ⑹门 (^ o^o + 27 r )| 

= 於 ((1/2, 3/2) x [r l (E)n (0 o ， e o + 2tt)]) 


在 C 的开集 


— pe l ° :- < p < ^ € (0q ， 00 + 27r)| 

中是相对开集，故在 C 中也是开集.因 

E=!^z = pc ie ：7 2 < P < l ，0£ r l ( E ) n (9 o^o + 27 r)|n /( R )， 

故 E C /( R ) 在 C 中的相对拓扑中是开集.这就证明了 /( R ) 上 C 中 
的相对拓扑强于 /( R ) 上关于映射/的商拓扑. 

这个非常简单的例子的讨论也费了不小的篇幅.同学们必须牢记 
它的几何意义才不致于在跟踪证明的线索时迷失方向.以下的例子比 
上例要复杂，但讨论的思路是一样的，我们省略它们的证明了. 

例 7.4.4 R 2 中的代表元素记做（0，0, R 3 中的代表元素记做 
( x , yj ). 构作 R 2 到 R 3 的映射 p 如下： 




28 第 7 章点集拓扑初步 



其中 r 是一个固定的常数. WR 2 ) 是 R 3 中的一个（无限长）的圆柱 
面，2轴是圆柱的轴， r 是圆柱的（圆）截面的半径 • P 可以看成 
到 ip ( R 2 ) 的一个 满射. ¥ p ( R 2 ) 上有三个拓 扑：由 W 产生的商拓扑， 
(/?(R 2 ) = {(x, j/) G R 2 \ X 2 + y 2 = r 2 } x R 看成圆周和直线的笛卡儿积 

上的乘积拓扑和作为 R 3 的子集而产生的相对 拓扑. 三者是一样的，证 


明留给同学了. 

例 7.4.5 设 R 2 中的代表元素记做 ( e 池 中的代表元素记 
做 （： r ， y ， z ). 构作 R 2 到 R 3 的映射 P 如下： 




rcosd + s cos 9 cos 分 
rsind + s sin 0 cos ^ip 
s sin ip 



其中 r 和 s 是满足条件 0 <s<r 的两个常数 • ^(R 2 ) C R 3 是三维空 
间 R 3 中 的环面 (犹如救生圈，参看图 7.4.1). p(R 2 ) 上有三个拓扑：由 
9 产生的商拓扑，环面看成两个圆周的笛卡儿积上的乘积拓扑和作为 
R 3 的子集而产生的相对拓扑.三者是一样的，证明留给同学了. 

例 7.4.6 设 r 〉 a > 0 是给定的常数， Rx [-a,a] 中的代表元素 
记做 （0, C ), R 3 中的代表元素记做（^2/， 2 ).构作11乂 [- a ， a ] 到 R 3 的 


映射^ 如下: 




r cos 0 + C cos 0 sin (0/2) 
rsind + ( sin 9 sin (0/2) 
C cos (0/2) 



p(R x [- a , a ]) C R 3 称为 M6bius 带 (参看图 7.4.2). ip 可以看成 R x 
[-d ， a] 到 p(R x [- a , a ]) 的一个满射 . p(R x [- a ， a ]) 上有两个拓扑: 
由 p 产生的商拓扑和作为 R 3 的子集而产生的相对 拓扑. 两者是一样 
的，证明留给同学了. 
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圖 7.4.1 环面 图 7.4.2 M6bius 带图 7.4.3 Klein 瓶 


例 7.4.7 设 R 2 中的代表元素记做 （0，利， R 4 中的代表元素记 
做 ( x ， y ， z ， w ). 构作 R 2 到 R 4 的映射 p 如下： 


' X | 


1 r cos 9 + s cos 9 cosip 

y 


rsind + s sin 9 cos 0 

Z 

5sin^cos(0/2) 

\ w 


l 5sini/ ； sin(0/2) j 


其中 r 和 s 是满足条件0 < s < r 的两个常数. ^( R 2 ) C R 4 是四维空 
间 R 4 中的一个二维曲面，称为 Klein 瓶(参看图 7.4.3). p ( R 2 ) 上有两 
个拓扑.•由#产生的商拓扑和作为 R 4 的子集而产生的相对拓扑.两 
者是一样的，证明留给同学了. 


§7.5 完备度量空间 


以前我们已经接触过度量空间中点列的极限概念，现在再把它推 
广成拓扑空间中点列的极限 概念： 

定义 7.5,1 设 X 是个拓扑空间， {〜} 是 X 中的一个点列 ，: r e 
X . { x n } 被称为收敛于 a ; 的，记做 n — 00 时; r n —► X ，或记做 lim x n = 
X ，若对于 x 的任何邻域[7,有一个 no , 使得 

n ^ n 0 x n e U . 

定义 7.5.2 拓扑空间 X 称为 Hausdorff 空间，若对于 X 中的 
任何两个不同的点 x 和 y , 必有 I 的邻域 [/和 y 的邻域 F ， 使得 


unv ^9. 
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由度量空间 ( X , p ) 诱导出的拓扑空间 X 必是 Hausdorff 空间•这 
是因为，对于 G X ,若 x / y , 则 p { x y y ) > 0. 可以证明， 

B ( x ) P ( x , y )/2) nB ( y , p ( x , y )/2) = 0. 

不然 ，有 z e B ( x ， p ( x ， y )/2) nB ( y ， p ( x ， y )/2). 由三角形不等式， 

P ( x ,y)^M + p( Z ,y)< P ^^^ = pM- 

这个矛盾证明了由度量空间诱导出的拓扑空间必是 Hausdorff 空间 • 
对例 7.1.2 中的平凡拓扑空间 X ，当 X 至少有两个点时，便不 
是 Hausdorff 空间，因此，它不是由某度量空间诱导出的拓扑空间•例 
7.1.4 和例 7.1.5 均非 Hausdorff 空间，因此，它们也不是由某度量空间 

诱导出的拓扑空间. 

命题 7.5.1 设 X 是 Hausdorff 空间， { x „} 是叉中的一个点列. 
若 lim x n = x 且 lim 〜: y ， 则 x = y . 

n—^oo n—^oc 

证设 : r # y •因 X 是 Hausdorff 空间，有 x 的邻域[/和 y 的邻 
域 使得 UDV = 0. 又因 lirn^Xn = j : 且 = y , 有 ni , n 2 6 N , 

使得 一 几°° 

Vn ^ ni ( x n G U ) 且 Vn ^ n 2 { x n G V ). 

故 

Vn ^ max(ni ， n 2 )(a: n eU r.V = 0). 

这个矛盾说明了 : r # y 的假设是错 误的. 口 

命题 7.5.2 设 X 是度量空间 ， x G X ，£； C X ，则 ： r € E 的充分 

必要条 件是： 有一个收敛于工的五的点列 {&}. 特别, £ 是闭集的充 

分必要条件是：五的任何收敛点列的极限都在£:中. 

证设 x € 则对于任何 nGN ? B ( x , l / n ) 选 x n e 

B ( x , 1/ n ) fl E ， 则 x n € 且 ^ lirn ^^ = x . 

反之，假设有一个收敛于工的五的点列{〜}，则对于任何 t 的 
邻域 f /， 有 n 0 € N ， 使得当 n > n 0 时，: r n € t /， 即 C / n 五# 0. 这就证 
明了 x G 由此，五是闭集的充分必要条件是：五的任何收敛点列的 
极限都在五中. 口 
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命题 7.5.3 设 X 是度量空间，: K 是拓扑空间，映射/ : X — y 

在点 x € X 连续的充分必要条件是：对于任何收敛于: r 的 X 的点列 
{〜}，必有 lim f ( x n ) = f ( x ). 

n—♦oo 

证假设映射 / :X — 在点处连续，且 lim 〜: r . 

n—♦oo 

又设 f / 是/ ㈤ 的一个邻域，则广 1 …）是 Z 的邻域.故有 71(36 N ， 
使得 n > n 0 时， x n e 换言之， Ti 彡 n 0 时 ， /(〜）e C 7. 所以 

lim f ( x n ) = f ( x ). 

n—oo 

反之，假设对于任何收敛于: r 的； r 的点列 {〜} ，必有 lim f ( x n ) = 

n—oo 

f ( x ). 若 f 在工 点处不连续，则有 /( a :) 的一个邻域 t /， 使得 /-!([/) 
不是 x 的 邻域. 因此，对于任何 n € N ， 必有 y n e B (: r ，1/ n ) \ f ~ l { U ). 
显然， ^ Vn = $ 且 D 矣 K 故 lim f ( y n ) ^ f { x ). 这和假设矛 

n—^oo n—^oo 

盾. □ 

定义 r .5.3 度量空间中的序列 { x n } 称为 Cauchy 列(或称基本 
列)，假若对于任何正数 e ， 有叫 e N , 使得 

n , m ^ n 0 => p ( x n , x m ) < e . 

度 fi 空间称为完备的度量空间，若它的任何 Cauchy 列皆收敛. 

易见，收敛列必是 Cauchy 列. 

例7.3.1，例 7 .3.2,例7.3. 3 ,例 7.3.4 和例 7.3.7 都是完备度量空间， 
但例 7 .3. 5 ,例 H 6 和例 7 .3.8不 完备. 前五个空间的完备性留给同学 
自己去讨论，后三个空间的不完备性将在以后章节中讨论. 

命题 7.5.4 设 X 是完备的度量空间，£； C X ，则 J 5 作为度量空 
间 X 的度量子空间是完备的，当且仅当 五在 X 中是闭集. 

证 E 中的点列是五中的 Cauchy 列，当且仅当这个点列是 X 
中的 Cauchy 列•又£；中的点列是五中的收敛列，当且仅当它是 x 中 
的收敛列且它的极限属于由此便得命题的证明. 口 

下面几条定理给出了完备度量空间的一些较深刻且很有用的性质. 
定理 7.5.1( Baire 纲定理）设 X 是完备度量空间， { G n C X : 
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n € N } 是一串 X 的稠密开集，则3 G n 在 X 中稠密 • 

71=1 

证设 p € X ， Bo 是以 p 为球心和正数 Q 为半径的开球•因 
Gi 是稠密幵集， Bo n Gi 是非空开集，故有 X! € B 0 n Gi fP £1 > 0, 
使得以 A 为球心，为半径的开球 B ( xi ,2^ i ) C BoHGl 为了 
以后讨论的方便，我们可以 要求 ： Q < ^ o /2. 记艮= Bh ，^) ，则 
BxC B(xi,2ei)c BoflG ! (注意 ：利用 § 7 . 9 第 9 题⑴后的注的结论, 
我们有 Bi C {q e X : p { q , x \) ^ S \} C B ( xi ,2£ i )). 设已经得到 X 的 

n +1 个点组成的点列 


Xq = P ， 工 1 ， •…， 工 n 

和 n + l 个正数组成的正数列 


61 ，…， e n . 


它们满足条件： 

Sj ^ 专"， j _ = 1，2 , …， n 

及 — 

Bj c Bj_i n Gj , j = 1,2, • • •, ti, 

其中8) = ；6(0： :/ ，£： >? )，』'=1，."，打.因 G n+ i 是稠密开集， B n nG n+1 是 
非空开集，故有: r n+1 和 e n+ i > 0,使得 B ( x n + i ,2 e n + i ) C B n nG n +i 
且 ^ n-fl ^ ^ n /2. lfl Bn +1 = B ( x n + i ,£ n -|- l ), 则有 

B n +i C B ( ir n + i ， 2 e n + i ) C B n P 1 G n 卞 i . 

这样，我们归纳地构造了完备度量空间 X 中的一个点列 

工 1， . •• ？ ， •* • 

和一个正数列 

己1，…. 

它们满足条件： 

e n 《专 ( n € N ), 

B n cB^inCn (nG N ) 


(7.5.1) 

(7.5.2) 
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其中 Bn = B( 〜， e n )(n e N). 由（ 7.5.1 )， 


厂 r 

p( X ny^n-\-p) ^ p(x n 4 .j_i, X n ^-j) 彡 ^ gyt-fj-! 

)=1 J =1 

彡亡 21 一々 “2 I 1 、. 


故点列 {x n } 是 Cauchy 列 • 由 X 的完备性 ， lim ar n 存在. 又因 

— n—^oo 

B n+1 C ，有 


oo OC / v 

Jbe f )5 nc 门 ( G n nB n Ac 

n =0 n=l \ / 



nB 0 


由此 


P ) G n J D Bo ^ 0. 


所以 A G n 稠密 . 


□ 


作为 Baire 纲定理的应用，我们引进以下的 Osgood 定理.历史上 

是先有 Osgood 定理， Baire 模仿 Osgood 定理的证明方法才得到 Baire 
纲定理的 . 

定理 7.5.2(Osgood 定理）设 X 是个完备度量空间，又设对于 

每个 n € N 和每个点 a: € X ，连续实值函数列 {/m € N} 在 : r 点的 

值集 {fn(x) G R : n e N} 在 R 中有界，则有个非空开集 y c X 和 
M e R , 使得 

Vx € Wn 6 N (|/ n ( x )| ^ M ). 

证设 neN 和 MeR ， 令 

u nM = {x e X : \fn(x)\ > M}. 

因 A 连续，对于任何 n e R 和 M e R ， C/ n ， M 是 X 中的开集，故集合 


Gm = [J U ny 


M 


也是开集 . 根据假设 , 
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X 3 M x e RVn € N (|/ n ( a :)| ^ M x ). 


换言之， 

Vx € X 3 M x € R(x ^ Gm x )- 
因为 Mi < M2 (? Mi 〕故 

OC 

p | Gm = 0. 

m=l 

因此，由定理 7.5.1( Baire 纲定理)，有某个 m e N ， 使得 G m 非稠密•故 
有某非空开集 V ,使得 V ^ nG m = 0. 换言之， 

Vx € Wn € N (|/ n ( x )| ^ m ). 口 

定理 7.5.3(Banach 不动点定理）设（义， P ) 是完备度量空间, 
映射/ : X — 久是压缩映射,换言之,有 a G [0,1)，使得 

Vx ， i / e X { p { f { x ) J { y )) ^ ap ( x , y )), 

则有唯一的一个 《 e X ，使得《 =/(0( 满足这个方程的点 € 称为映射 
/的一个不动点).任取 x 0 e X ，令⑽= fM(n = 0,1，…)，则有 

^ = lim x n . 

n—►oo 

注 Banach 不动点定理有时也称为压缩映射原理 • 

证 任取 x 0 € X ，令 x„+i = f ( x n ) (n = 0，1，.")，则 

工 n+l ， 工 n) = P (/ (^n)> f{ x n-l)) 

( ap { x n , x n 一 1 ) (n = 1，2, • • •)• 


根据数学归纳原理，对于一切自然数 n ， 有 

P (工 71+1 ， ) < a P ($ l ， 工 0). 

由此，对一切 pe N ， 有 

p P 

P (工 n + p ， 工 n ) <〉^ P { x n+j > ^ P (工 1，工 0) 〉： Q ^ 

j=l j= l 

a n p { xi ： Xo)(l - a p ) ^ p { xi , x 0 ) ^ 

=-:-^5 ~： ° - 

1-Q ： 1 - a 
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因 


lim ^ ]) X 9 l^n 


n—oo 1 — ^ - 7 

故点列 {〜} 是 Cauchy 列.因 X 完备.故 lim 〜在 x 中存在 

t 一 ~ mri n—>oo J 口 ^. 


a " = 0, 


i = lim x n , fj 

71 — 00 


记 


’⑹ == /(^ n )= lim 


n —400 


n 


^ n +1 




这样证明了彳紐不动点，不动点贿在性得证 
若有两个不动点《和;；： 

攸 X f ( v ) = r h 


又因 


〆 (，”) = 〆 /(()，/(”)) “ 〆 《，/;)• 

< a < 1，若 a = 0,显然 p (^ rj ) = 0;若0 < a < !，则 
0 ， Kd 换言之，无论如何， d 不动点只 

驼 W —个. 

^ 理 r.5.4(Picai-d 好 常歸旅 Cauchy |獅獅解的存在 
唯: 疋理） 如是 R 2 中的开氣上的有界连续= 

通粉日嫌工绝 一 赤息从， . .. 


^ - 下叩 7 ^ 朱 ，/ ••&▼ — 11 是 (7 上的有界连缝 

且满足关于第 二 变量的 Lipschitz 条件，换言之，有常数 M 

使得 


e R , 


V (^. Vi ),( x , y 2 ) 6 G ( l /( x , yi )- f ( x , y 2 )\ < M \ yi - y 2 \) 


(7.5.3) 


e ( 自 G ， ，心屬 正的常 


满足初(值）条件 


S = /(X ， y ) 


(7.5.4) 


y (工 0 ) 


的解 


y = y ( x ) 在区间 I = [ xo - 6 , x 0 + 6 } 上存在且唯一. 


(7.5.5) 


注 


:方程 (7.5.4) 的 
为 Cauchy 条件. 
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证 由 Newton-Leibniz 公式我们先证明以下的 命题： Cauchy 问 
题 （ 7.5.4) 和 （ 7.5.5) 和以下的积分方程问题 等价： 

Vx € / ^y{x) ~y o + J /(t’y ⑴ ) 也 ). （ 7.5.6) 

满足初条件 (7.5.5) 的微分方程 (7.5.4) 的解 y = J / ㈤ 在区间 J = 
[ Xo -5 ,xo + 5] 上必连续，因而复合函数 f { xMx )) 在区间 J =、[抑— 

5 , xo + 上连续.所以，方程 (7.5.6) 右端的积分当 x € J 时有意义.按 
微积分学基本定理（定理 6.3.1), 积分方程 (7.5.6) 与满足初条件 （ 7.5_5) 
的微分方程 （ 7.5. 4 ) 等价. 下面我们想用 Banach 不动点定理来证明 

Picard 关于积分方程 (7.5.6)(SP, 与它等价_足初条件（ 7 . 5 . 5 )的常 
微分方程 Cauchy 问题）的解的存在唯一性定理.为此，我们应构造一 
个完备的度量空间 X 和一个叉到 X 的压缩映射了，使得了的不动 

点恰相当于积分方程 (7-5.6) 的解 • 

首先,构造完备的度量空间叉如 下：因 /有界，即 

3K> 0V(x ， y) € G(|/(x,y)| < K), (7.5.7) 

又因 G 是开集,有常数彳 > 0,使得< l ( Af 是不等式（ 7 . 5 .3)中的 

Lipschitz 常数）且 

{(x,y ) : \x-x 0 \ < 5, |y - yol < KS} C G. 

记 / = 卜 -S,xo + 6 l ^ I ^[ yo - K 8 t yo + K 6 ] 的连续函難全体 
记为 X . 在叉上引进度量 P 如下： 

Vgi,52 ^ ^(p(3i.92) = max|3i(0 ^92(*)1)- 

因连续函数在闭区间上达到极值，如上定义的^有 意义. 又因连续函 
数列的一致收敛的极限是连续函数，故（义 ,/} )是个完备的度量士向. 

其次定义映射了： X — X 如下： 

Vg € X f {Tg){x) = yo^~ f /(* ， 9 ⑴ ) 也 ")• 
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首先应证明: T 的确把 X 映入 X ，即对于任何 geX . Tg 的确在 X 中. 
丁9 作为: C 的函数显然是连续的.故只须 证明： Tg ( x ) 6 [yo - K 8, y 0 + 
K 5 ], 这是因为 


Vx e I \ Tg ( x ) - j / o ! 





X 


f ( t , g { t))dt 


< K\x - xq\ ^ K 5. 


其次，我们应证明 r 是个压缩映射.由 Lipschitz 条件 （7.5.3), 对于任 
何 : r € /，我们有 


\ Tg \( x ) - Tg 2 { x )\ = 



X 



X 


f ( t , gi ( t )) dt - / f { t , g 2 { t))dt 





X 


1/( 亡，⑴） 一 f(U92(t))\dt 


< M ^ max |5 i ( x ) -52( x )| ^ MSp { g l , g 2 ). 

xCI 


在选取 5 时我们曾对^作了如下 要求 ： am < 1，故 r 是压缩映射. 

Banach 不动点定理告诉我们，了有唯一的一个不动点€ X : 
T { y { x )) = y { x ). (fD y ( x ) € X ， 且 T ( y { x )) = y { x ) 就是方程 (7.5.6). □ 
注 1 应该注意的是， Picard 定理只是说，常微分方程的 Cauchy 
问题 （ 7.5. 4 ) 与 (7.5.5) 在区间 [xo-^xo + 5] 上的解存在唯一，其中 5 
是一个依赖于方程及初条件的正数.因此， Picard 定理只得到了微分 
方程的 Cauchy 问题 （ 7.5.4) 与 (7.5.5) 的局部解.整体解的问题相当复 
杂 • 


注 2 数学发展的历史是这 样的： 先有 Picard 定理， Banach 不 
动点定理是 Banach 在引进 Banach 空间的概念后将 Picard 的方法用 
Banach 空间的语言推广后得到的. 

§7.6 紧空间 

在第二，第三和第四章及它们的习题中，我们发现 Heine-Borel 有 
限覆盖定理常常起到重要的作用.许多其他的分析问题的解决也要用 
到 Heine-Borel 有限覆盖定理的方法.因此，我们有必要引进以下概念. 
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定义 7.6.1 设 X 是拓扑空间， E C X . 设4是个指标集 ， f = 
{ G a : ae A } 称为五的一组开覆盖.假若对于每个 ae A , G (x 是开集, 
且 

EC (J G q . 

aeA 

若 A 是有限集，则 G = { G a : a € 4} 称为£的一组有限开覆盖.若 
BCA.R 

BC |J G a , 

aeB 

则称 = { G a : a € 5} 为 f = { G ^ : a e 4} 的 (关于 E 的)子 覆盖. 
E 的一组开覆盖 G = { G ot : aeA } 称为能有限覆盖五,假若它有（关 
于£；的）有限子覆盖. 

定义 7.6.2 设 X 是拓扑空间， KCX . K 称为紧集,若 K 的任 
何开覆盖有有限子覆盖.当 K =久时, X 称为紧空间. 

例 7.6.1 R 中的有界闭区间是 R 中的紧集. 

在 §2.5 第 6 题中我们已经 证明： R 中的有界闭区间 [ a ， 6 ] 被一族 
开区间 {/, ： a G A } 覆盖时，则该开区间族有有限子覆盖.若有界闭 
区间 [ a , 6 ] 被一族开集 { G/3 •• 0 e B } 覆盖，因开区间全体构成 R 的普 
通拓扑的一组基，每个可以写成一些开区间之并，所以有界闭区间 
[ a , b ) 必被一族开区间{人： 7 e 「}覆盖，其中 r 是一个指标集,且这族 
开区间中的每个开区间 A 必是开集族 { G ^： P £ B } 中某开集 G _ 
的 子集： 

V 7 € r 3/3(7) e B ( J ^ C Gpd 

既然幵区间族 { j 7 ： 7 er } 有有限子覆盖 { J 7j : j = i ， …， n } : 

n 

[ a , 6] C |J J ly 

3=1 

显然， n 

[a ， b] C U G ⑽ 

j - 1 

这样,我们用 §2.5 第 6 题的结论证明了 [ a ，6 ] 的紧性 • 

同学们也可以模仿 §2.5 第6题的证明方法直接证明 [ a ，6] 的紧性. 
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命题 7.6.1 设 X 是拓扑空间 ， K C X ，则 K 是紧集，当且仅当 
K 看做 X 的拓扑子空间时是紧空间. 

证 设 K 是 X 中的紧集. K 看成 X 的拓扑子空间， { G a :ae A } 
是这个拓扑子空间 K 的一组开覆盖.由相对拓扑的定义，对于每个 
a G 述我们有 X 中的开集 Oa ， 使得 


= 0 Q n k . 

显然， {0« : a e A } 是尺(作为 X 的子集）的开覆盖.故有有限个指标 
{«i ^ a ： j = 1，…， n }， 使得 


由此 


n 

|Jo Q j .. 

J = 1 


K = KHKcl UOajn^=U(O aj DA0 = UG aj .. 

’ j=l J=1 

因此,火看成义的拓扑子空间时是紧空间. 

反之，设 K 看成 X 的拓扑子空间时是紧空间.若有 X 中的开集 
族 { O a : a € 4}，使得 

K C U O a , 

aGA 

令 


Va 6 A { G a = O a fl K )， 

则每个 •• a e 4 是 X 的拓扑子空间 K 中的幵集，且 


K = KHK C 





(J (o a n^)= J g q 

oc^A a£A 


故有有限个指标 {% e A:j = I ,-**, n }, 使得 


n 




这就证明了 ： if 看做 X 的子集时是 紧集. □ 
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命题 7.6.2 拓扑空间 X 是紧空间，当且仅当 X 的任一族闭子 
集只要 

V 有限集 Jc /( f ) Ka /0), 

便一定有 n ^ 0. 

ael 

特别，若拓扑空间 X 是紧空间，当 {&} 是 X 的一串非空闭子 
集，且 

VnG N(K n+l C K n ) y 

则 fl o . 

n=l 

证由 dc Morgan 对偶原理，命题的前半段是紧空间定义（定义 
7.6.2) 的对偶陈述.后半段是前半段的特例. 口 

命题 7.6.3 设；(:是拓扑空间， K C X 是紧集， F C K 是闭集， 
Wl F 也是紧集. 

证设 { G q : a e A} 是 F 的一组开覆盖： 

Fc [J G ai 

a^A 


贝 IJ { X 

^ = FU(^\F)C ( \J G a \U(X\F). 

F 闭，故 X \ Fjf , 因而 { X \ F } u { G a : a e A } 是尺的一组开覆盖.由 
K 的紧性，这组开覆盖有有限子覆盖.这有限子覆盖中可能有 X \ F ， 
也可能没有无论是哪一种情形， A 中有有限个指标％，•••，〜， 

使得 / n 、 

由此 


F = FHK c 



G … U ( X \ F ) nF 



{ G aj : j = l ， ... ， n} 是 {Ga : a e A } 关于 F 的一组有限子覆盖，故 i 7 


是紧集. 


□ 
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推论 7.6.1 R 的任何有界闭子集都是紧的. 

证 R 的任何有界闭子集都是某有界闭区间的闭子集.由命题 
7.6.3 和例7.6.1，它应是 紧集. 口 

命题 7.6.4 设久是 HausdorfF 空间， KcX 是紧集，则尺是闭 

集. 

证给定了 x 丰 K 、 对于任何 y G X ,则 : r # y . 因 X 是 Hausdorff 
空间，有开集和 C / y ， 使得 


X G Gyj y 乏 Ijy 且 Gy Pi f/y = 0 . 


因 


Kc\JUy, 


y^K 

作为紧集的 K 应有 : yeK ] 的有限子覆盖.换言之,有有限个 K 
中的点 


使得 


另一方面， 
且 


yu …， y n e K, 

|J u yr 

X G A Gy 厂 




U (u m nG yi ) = il 

l«n 


作为有限个开集之交的 fl Gy ] 凫 X 的一个开邻域，故 X 不在 K 的 

闭包中.所以 K 是闭集. D 

推论 7.6.2 R 的子集是紧的，当且仅当它是有界闭集. 

证“当”的部分已包含在推论 7.6.1 中.因 R 是 Hausdorff 空间， 
由命题 7.6.4, 紧集必闭.因该紧集被开区间族 {(- n , n ) : neN } 覆盖， 
故它应被有限个这样的开区间覆盖，它必有界.“仅当”部分也得证 .口 
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定理 7.6.1 设 x 是紧空间， y 是拓扑空间，/:是连续映 
射，则 f ( X ) 是紧集. 

证设 {W : a e M 是 f ( X ) 的一组开覆盖，则 { f ~ l ( U a ):a € 
A } 是一组开集.又因 

x = r i (f(x))cr i ([ju a ] = U/ -1 (tu 

/ aeA 


故 irHUa ) : a e 4} 是 X 的一组开覆盖.因 X 紧, 4中有有限个指 


使得 


所以 


ckir * * ? a n € 


xc IjrH 


f ( X)Cf 


[jr\u Qj ) 


■3 




{Jnr l (u aj )]c[ju a 


3 


3 


因此， f ( X ) 的开覆盖 { u a :ae A } 有有限子 覆盖. 口 

推论 7.6.3 设； C 是紧空间， f:X — R 是连续映射，则 f ( X)C 
R 是有界集，且 sup /( X ), inf /( X ) € f ( X ), 换言之，/在 X 上是有界 
函数,且达到最大与最小值. 

证由定理 7.6.1, /( X )在 R 中是 紧的. 由推论7.6.2, /( X )在 
R 中是有界闭集.推论的前半个结论已证得.不难 证明： 若/是 R 
中的有界集，则 supy ( infr ) 或属于 y ， 或是 y 的极限点.换言之， 
sup r , inf Ye 7. 特别，若 y 是闭集，则 sup K inf 7 g y . □ 

注若 X = [ a ，&]， 推论 7.6.3 便成为定理 4.2.2 与定理 4.2.3 这两 

个闭区间上连续函数的整体性质了. 

推论 7.6.4 设 X 是紧空间， Y 是 Hausdorff 空间，映射/ : X — 

V 是连续双射，则广 1 连续，换言之,/是同胚. 

证为了证明广 1 连续，只须证明/把闭集映成闭集.设 F C X 
是闭集, mX % F 应紧 • 因此 /( F ) 也应紧 . y 是 Hausdorff 空间，由 
命题7.6.4, /( F ) 是 闭集. 口 
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定理 7.6.2 设（ X ， p ) 是紧度量 空间， （ y ， d ) 是度量空间， f:X — 
Y 是连续映射，则/在X上是一致连续的,换言之， 

\/e > 03S > OVx, yeX (p(x, y ) < 6 => d { f ( x ), f { y )) < e). 

证 给定了 e>0, 由 / 的连续性， 


Vx € X3S ( x ) > 0 ( p ( x , y ) < 2S ( x ) d ( f ( x ) J ( y ))< e / 2 ) 


由于 


x c [J B ( x ,5( x )) 

xex 


及义 的紧性，有 X 的有限个点： n，:r 2 ，…， rr n ，使得 


W ， 


3 


令 


min 6(xj) > 0. 

1 ^j^Tl 


今设: r，y € X，且 p ( x . y ) < 5 , 则必有某个 j e {1, …， n}， 使得: r e 


p ( y ^ j ) ^ p ( y , x ) + p ( x , xj ) <6 + S ( xj ) < 2S ( x j ) ) 


有 


d ( f { y ) J ( xj )) < e / 2 . 


又因 p{x,Xj) < S ( xj ) < 2(J(x))， 故 


< e / 2 . 

所以 

d ( f ( y )，/ ㈨ K d(f{y), f( Xj )) + d(f(xj), f(x)) <e/2-he/2 = s. 

这就证明了 / 在 X 上的一致连续性. 

注定理 7.6.2 是定理 4.2.4 的推广. 

定义 7.6.3 设£；是度量空间X的子集，£：的直径定义为 
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diam E — sup p { x y y ). 

x,yeE 

集合 E 称为有界的，若 diam E < oc . 

定义 7.6.4 设 E 是度量空间 X 的子集，£ > 0.集合 F C X 称 
为 E 的一个6>网，若 

■E* C U B (: r,e). 

xeF 

集合£称为全有界的，若对于任何 e > Q ， E 有一个由有限点集组成 
的&网（简称有限&网).换言之，有 X 的有限子集使得 

n 

E C [J B ( xj , e ). 

命题 7.6.5 设 E 是度量空间 X 的子集.若集合是全有界的, 
则对于任何 e >0, E 有一个子集，它是£；的有限£-网，换言之，有有 
限集 { m ， …，： r n } c 艮使得 


£ C IJ B(x j? £). 
j=i 

证设集合 E 是全有界的，则对于任何 e > 0,有 X 的有限子集 

{ yi ， …，吏得 n 

Ec{jB( yj) e/2). 

j=i 

不妨设 Vj e {1， …, n } (五 nB (%， e /2) /0)( 不然，把使 EnB ( yj , e /2) 
=0 的那些 j 丢 弃). 在每个 EnB ( yj , e /2) 中选一个％，我们有 

We B{y jy e/2)(p(z,Xj) ^ p{z,yj) + p(yj,Xj) < e/2-\-e/2 = 

换言之， B { yj , e /2 )c B { x jy e ). 所以 

n n 

五 C |J B{y jy e/2) C |J B(x^5). □ 


以下两个命题的证明十分简单，留给同学了. 
命题 7.6.6 R 中任何有界集都是全有界的. 
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命题 7.6.7 设 E 是度量空间 X 的全有界集，则 
⑴五有界； 

( ii ) E 的闭包 忑也全有界； 

( iii ) E 的任何子集全有界. 

定义 7.6.5 拓扑空间 X 称为列 紧的， 或称 为具有 Bolzano - 
Weierstrass 性质的 ，若 X 的每个点列有收敛子列 . E C X 称为列 
紧集 . 假若拓扑子 空间五 是列紧的. 

为了以后讨论的方便，我们引进以下两个很有用的引理. 

引理 7.6.1 有收敛子列的 Cauchy 列必收敛. 

证 设 { x n } 是 Cauchy 歹! J ， 且 {〜} 有收敛子列 { x nk }, 后者的 
极限记为 y : 

y = X nk , 

K—^OO 

则 

> 0 彐 fco e NV/c > ko ( p ( y } Xn k ) < s / 2 ). 

又因 {〜} 是 Cauchy 列，对于以上给定的 q 有 iV e N ， 使得 

Vn 彡 iWm ^ N ( p ( x n , x m ) < e / 2 ). 

选一个自然数 h > k 0 ( k 0 是以前讨论中确定了的那个知 ), 使得 n fcl > 
N } 则对于任何自然数 n > N ， 必有 

p ( y , 工 n ) < P(y, x nki ) + p ( x nkl , x n ) < e /2 + e /2 = e . 

这就证明了 lim x n = y . □. 

n—oo 

引理 7.6.2 设 { x n } 是度量空间久的一个点列 . y € X 是 { x n } 
的某子列的极限的充分必要条件是 


Ve > 0({m G N : x m € B ( y ， e )} 是无限 集). 

证 若 {^n} 有子列: (fc == 1,2, •••) 收敛于 j/, 则对于任何 
s > 0有 X € N , 使得 A : 彡时，便有 e B ( y ，0, 换言之 ， {m G N : 
x m G B ( y .^)} D {m = rik ： k ^ K}. 故 {m € N : € B ( y , e )} 是无限 

集. 

假设 
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V £ > 0 ({m G N : x m G B ( y ， e )} 是无限集)， 

则有无限多个自然数 m e N, 使得: r m G B ( y ， l ) .以 m 表示满足上述 
条件的自然数 meN 中的最小者.若已选得 fc 个自 然数： 

ni < n 2 < < n k , 

使得 

工 nj e B(y ， l/j) (j = 1, … ， A;), 

按上述假设， {m € N : x m € B(y,e)} ^ {m e N : m ^ n^}. 换言之，至 
少有一个自然数 meN , 使得 

m > n k) 且 x m e B ( j /, l/{k+ 1)). 

以表示满足上述条件的自然数中的最小者，便得1个自然 
数： 

ni<n 2 <- - < n/c + i, 

使得 

e B{y,l/j) (j = 1 ， … ，九 * + 1). 

根据数学归纳原理，有一个自然数 序列： 


U\ < 712 < • # < Tlfc < • • • , 

使得 

e B(y ， l/j)，j = 1 ， …• ， / c，.... 

显然， j / = lim x n . □ 

j—^oo y 

现在我们可以讨论度量空间紧性的三种等价刻画了. 

定理 7.6.3 设 X 是度量空间，则以下三个关于 X 的条件中有 
一条成立时，另两条也 成立： 

( i ) X 是 紧的； 

( ii ) X 是列 紧的； 

( iii ) X 是全有界且完备的. 

证 先证明 ( i )=>( ii ). 假设 X 紧，我们要证明 X 列紧.为此我 
们用反证法.假设 X 中的点列 { x n } 无收敛子列，由引理7.6.2， 
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Vy e X 3 e y > 0({n G N : E B ( y ，〜)} 是有限 集). 

因 X 紧且 

Xc U B (y ，〜)， 

yex 

有有限多个 X 的点 

yu …， Vm> 

使得 

m 

X C U B ( yj ， e yj ). 
j=i 
又 

N = {nGN:x n GX}c |n E N : x n 6 [J B(yj ， e yj )} 

L j = l J 

m 

C ^ N : x n G B(j/j ， )}• 

i=i 

上式左端是无限集（事实上是可数集)，而作为有限多个有限集之并的 
右端应是有限集.这个矛盾证明了 X 列紧. 

再证 （ ii )= Kiii ). 假设 X 列紧但非全有界，则有 e > 0,使得 X 无 
有限 e -网.任选 Xl ex , iSlJ X \ B ( x U €)^ ib . 设已选得 


使得 


工 1 ， • . • ， 工 n 6 义， 


Vj，fc 6 {l,..-,n}(j ^ p{x jy x k ) ^ e). 
mx 无有限网，故 


X\ (J B(x j: s) ^ 0. 

)=i 

任选 

n 

Xn+i € X \ |J B(xj,e) : 

i=i 

则得 X 的 n + 1 个点 以，…， rr n+1 ，使得 


Vj，fc € {I,--,n + l}(j ^ k => p(xj,Xk) > e). 
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归纳地，我们得到一个 X 的点列 

工 1， • • • ， Tn ， • • • ， 


使得 

Vj , k ^ N(j ^ k > pixj^Xk) ^ ^). 

显然，点列 {〜} 无收敛子列（甚至无 Cauchy 子 列). 这个矛盾证明了 
X 全有界. 

由引理7.6.1，列紧的度量空间 X 必完备，所以 （ iii ) 成立. 

最后证明 （ iii )= Ki ). 假设 X 全有界且 完备. 又设 { U a :ae A ) 
是 X 的一组开覆盖.若 { f/ Q : a e 无有限子覆盖，我们将推出矛盾. 
因 X 全有界，有有限个直径不大于1的开集 



使得 


X = Q Gf \ (7.6.1) 

j = 1 


(7.6.1) 右端的 m 个开集中至少有一个不能被 { U Q :ae A } 有限覆盖, 
记它为0卜 A 也全有界,故有有限个直径不大于1/2的开集 


Gf ， 


♦ • 


屻 ， 


使得 


n 2 

Oi = |J Gf . (7.6.2) 

•7 = 1 


(7.6.2) 右端的 n 2 个开集中至少有一个不能被 ： a € A } 有限覆盖, 
记它为0 2 .用数学归纳法，可得一串递减的非空开集 


0\ D O2 D • •. D O n D * • •. (7.6.3) 


它们具有如下性质： 

(1) 对于任何自然数 n ， On 不能被 {[4 ：oce A ] 有限覆盖; 

(2) 对于任何自然数 72, diamOn < \/ n . 
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对于任何自然数 n ， 选一个点 x n GO n , 这样我们得到一个点列 
.由 (7.6.3) 和性质（2)，点列 {〜} 是 Cauchy 列.因 X 完备， 
存在极限 

x = lim x n E X. 

n—^oo 

有 a e 為使得 z e t / a . 因 C/ a 开，故有 5 > 0,使得 B ( x ，25) c f/ a ，因 

x = lim x n ^ 

°° 彐 no € NVn 彡 no(Xrz € B(x ， 5)). (7.6.4) 


由性质 （2)， 

又因 x n €队，故 


3ni G NVn 彡 ni(diamO n < 6). 
Vn > ni(O n C B (: r n ， 5)). 


(7.6.5) 


由 （ 7.6.4) 和 （ 7.6.5 )， 有 


Vn ^ max(no, ni)(O n C B(x, 25) C U a ). 

但这与性质 ( l )( O n 不能被 { U a :ae A } 有限 覆盖） 矛盾. □ 

定理 7.6.3 给出了紧度量空间的刻画.当然也给出了度量空间中 
紧集的刻画.假若该度量空间是某个具体的函数空间，它的紧子集的 
刻画在函数论或微分方程理论中常常十分有用.本讲义只讨论一个最 
简单的情形.为此，我们先引进以下的 

定义 7.6.6 设 X 和 F 是两个拓扑空间，用 C { X , Y ) 表示 X — y 
的连续映射的 全体. 若 y = R, 则简记做 C { X ) = C { X , R ). 

命题 7.6.8 设 X 和 （ Y , p ) 分别是紧拓扑空间和度量空间.引 
进 d : C ( X ， Y ) x C ( X , — R 如下: 


V /,5 € C [ X , Y )( d ( f ， g ) = sup p ( f ( x ), g ( x )), 

xGX 

则 ( C ( X , Y ), d ) 是个度量空间.如上定义的 d 常称为 C { X , Y ) 上的 
一致度量 , 它是最大绝对值范数的推广.若 r 完备，则 [ C { X , YU ) 也 

At 

兀合. 

注连续函数列 {/ n } 在度量空间 { C ( X , Y ), d ) 中收敛于/，当 
且仅当 {/n} 在义 上一致收敛于 /. 这就是“一致度量”称谓的来源. 
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由一致度量诱导出的 C(X,Y ) 上的拓扑称为一 致收敛拓扑， 有时简称 

一致拓扑. 

证 （ c(x ， y) ， d) 是个度量空间的证明很容易，留给同学了•今 
设 r 完备，我们要证明 C(X } Y) 的完备性 . 设 {/n} 是 C(x ， y ) 中的 
Cauchy 列，则对于任何 xeX ， 有 

P{fn{ x )) fm{ x )) ^ d(/n ， /m). 

因此，由 lim d{f n J m ) = 0 可推出 lim p(/n ⑻， /m ㈤ ） = 0 .所 

n t m—>oo oo 

以对于任何 xex, {f n {x)} 是 y 中的 Cauchy 列，因而它收敛，记 

f(x) = lim f n {x). 

n—♦oo 

换言之 , 对于任何 xeX, 

lim p(/(x),/ n (x)) = 0. (7.6.6) 

n—♦oo 

由于 {/n } 是 （ C(X ，： K) ， d) 中的 Cauchy 列，故对任何 e > 0, 有自然数 
n 0 . 使得任何两个自然数 n, m > n G ， 必有 

d{frm fn) = Slip 々 (/ 爪 (X) ， /n($)) < 5. 

因此 , 对于任何 e>0 和任何 rr € X, 只要 n 彡 no 便有 

p{f{^)Jn{x))= lim p(fm{x)Jn{x)) ^6. (7.6.7) 

m—oc 

下面我们要证明 / e C(x,y), 换言之 , 要证明 f 在 X 上连 续：对 
于任何 x，y € X ，有 （ no 如前所述） 

〆/㈤ ， /(y)K 〆/ ⑷， /n 。 ⑷ ) +p(/n 。 ⑷， /n 0 (2/)) +P(/n 0 (y) ， /(y)) 

< 2e + p(f no (x)J no (y)). 

因 / n 。在 ： C 处连续，有一个 0 ：的邻域 t/ ， 只要 yeu , 上式右端最后一 
项 < 已这就证明了 / e C(x,y) • 由 (7.6.7), 


Vn 彡 rio{d{fJ n ) < e). 
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这就证明了 {/ n } 在 C ( X ， y ) 中收敛于 /eC(X ，： K). □ 

定义 7.6.7 设 X 是拓扑空间， （ V ； p) 是度量空间， f C C { X , Y ), 
xeX . 我们称7在$处等度连续，若 


V ^> 03 t 的邻域 C/Vy € C / V/e T { p { f { y ) J { x ))< e ). 

若对于任何 x G X ， 7 在: r 处等度连续，便称7在 X 上是等度连续的. 

定理 7.6.4(Arzela-Ascoli 定理）设 X 是紧空间， （ r ， p ) 是紧 
度量空间， 7 C C(X ， F )， 则 7 是全有界的，当且仅当 7 是等度连续 
的. 

证假设7是等度连续的，则对于任何给定的 e > 0和任何 
xeX ^ x 的邻域使得 

Vy € t / x V /€ : F ( p ( f ( x ), f ( y ))< e /3), (7.6.8) 

因 x c u 且 x 是紧空间，故有 x 的有限 个点： 

xex 

工1， ••• 5工 n ， 

使得 n 

X c [j (7.6.9) 

j=i 

令 

Z ={( f ( x l ) r - J ( x n )): feT } cY n . 

乘积度量空间 y " 中的度量是 

P((2/i ， ••• ，％ ) ， ( 之 l，. ••，〜)）=max p{yj,Zj). 

彡 n 

因 K 是紧度量空间，: T 必全有界.对于任何 e > 0, 7 有&网 W = 
{ w lr ^, w m }. 容易看出，是 的&网 （同学们自行补出证明的 
细 节). 因此， y n 全有界.作为的子集的 z 也是全有界的.换言 
之，对于任何£ > 0,有7的有限个元素 
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V/ 6 T3j e {l r -,p}( max p{f{x k ),fj{x k )) < e/3). 

l^k^n 


(7.6.10) 


对于任何 : r € X ，由 （ 7.6.9 )， 有某个 A: € {1 ， …， n }， 使得 t € 因 
而，注意到 7 等度连续的条件 （ 7.6.8) 和 Z 全有界的 条件： 有某个 
je {1， …， p }， 使得 (7.6.10) 成立，我们得到 

p{f(x)Jj(x)) < p(/(x), f(x k )) + p{f(x k ), fj(x k )) + pifjixk), fj(x)) 

^ s/3 + £/3 + s/3 = s. 

这就证明了 { A ， …， / P } 是只的&网. 所以只 是全有界的. 

反之，设7是全有 界的. 对于任给的£〉0, 7有 "3 •网 {/ i ，…, / P } 
故对于任何/€^,有某个 j e {1 ,• • •， p }， 使得 

d{fjj) = sup p(f(z), fj{z)) < e/3. (7.6.11) 

zex 

另一方面，对于给定的 : c € X ，有 re 的邻域 C4 , 使得 

Vy e U^j € {1, …， p}(p(/j(y) ， /j ⑷) < ^/3)- (7.6.12) 

由 （ 7.6.11) 和 (7.6.12), 对于任何 f eT 和任何 y E C 4, 我们有 

p(f(x), /(y)K p(/(x), fj(x)) + p ⑺⑷， /j(y)) + p(fj(y)J(y)) 

^ e/3 + e/3 + e/3 = e. 

这就证明了 7 的等度连 续性. 口 


□ 


推论 7.6.5 设 X 是紧空间， （ y ， P ) 是紧度量空间， 7 c C(X,y). 
若: F 是等度连续的，则7的任何点列都有 C ( X , Y ) 中的收敛子列 • 

证由命题 7.6.8, C { X , Y ) 完备•由 Arzela - Ascoli 定理，7全有 

界.因此，孓完备且全有界 • 由定理 7.6.3, 7 列紧 • 7的任何点列都有 

收敛子列. □ 

推论 7.6.6 设 X 是紧空间，7 C C ( X ) 是等度连续的，且对于 

任何 x € X ，有€ R , 使得 V / € 7(|/( x )| < A 4), 则7中的任何函 
数列必有一致收敛的子列 • 

证因7 C C { X ) 是等度连续的，对于任何 x €久，有 x 的邻域 
使得 
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Vj/€f/ x V/€^(|/(y)-/(a:)|<l), 

故 

VyGU x \/fe^(\f(y)\^M x + l). 
mx 是紧空间，有 X 的有限个点^，•••，〜，使得 

n 

xc\Ju xr 


因此 

Vx G X\/f E T (\ f ( x )\ ^ max M Xj + l ). 

这就证明了 TcC { X , [- M , M ]), 其中 M = max M X j + l •因 [- M ， M ] 
紧，推论 7.6.6 便是推论 7.6.5 的推论. 口 

§7.7 Stone-Weierstrass 逼近定理 

早在19世纪德国数学家 Weierstrass 就知道闭区间上的任何连续 
函数都可被一串多项式一致 逼近， 还知道 R 上的任何以 2 tt 为周期的 
周期连续函数都可被一串三角多项式一致逼近 .Wcicrstrass 的这个结 
果有很多推广，证明的思路也变化多端.其中以上世纪中叶美国数学 
家 M . H.Stone 的推广最为有用，证明的思路也比较自然.本节将介绍 
这个重要的推广，它常被称为 Stone-Weicrstrass 逼近定理. 

为了叙述和证明我们的主要定理，先引进一条引理，它是 Weier - 
strass 逼近定理的很特殊的情形，因而证明方法很多. 

引理 7.7.1 对于任何正数 M , 在闭区间上，有一串多 
项式{如} 一致收敛于 | x |. 

证不妨设 M = L 因 M > 1时，可以通过自变量换元 y = x/M 
化成 M = 1的 情形. 构造多项式序列 { 9 n } 如下： 

Qo(x) = 1 , 

Vn > l(?n+i(x) = [ x 2 + 2 q n ( x ) - ( 9 n ( x )) 2 ]/2). 

利用归纳法可以证明，多项式序列 { q n ( x )} 满足以下 条件： 
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Vx G [-l,l](|x| < g n+ i(x) ^ q n (x ) 彡 1) (n = 0, l,-**)- (7.7.1) 

事实上，当 n = 0 时，不等式 W < q 0 {x) 显然成立.另一方面，因为 

9n+l = [x 2 + 1 — (1 — 9n) 2 ]/2, 

易见， 

Vx 6 [-1, l]Vn€ Z + ( 9n+ i < [1 + 1 - (1 - q n ) 2 ]/2 < l). 

根据数学归纳原理，可以证明 

Vx e [-1 ， l]Vn € Z + (q n {x) > |x|). 

事实上，若 |x| < q n (x) ^ 1, 贝！ J 对于一切: r e [-1， 1], 我们有 

9n+i = [x 2 + 1 - (1 - q n ) 2 \/2 
^ [ x 2 + 1 — (1 — | x |) 2 ]/2 
=[x 2 + 1 - (1 - 2\x\ + x 2 ))/2 = \x\. 

最后，我们有 

Qn 十 1 = [X 2 + 1 - (1 - q n ) 2 ]/2 

= [x 2 + 1 - (1 — 2q n + <?n)l/2 

= [2?n + 工 2 — 9^)]/2 ^ q n . 

所以 “如} 是 [-1 ,1] 上一串单调不增的非负多项式，因而有极限.记 

q = lim q n . 

n—^oo 

由& 的递推式的定义，有 

g =[ 工 2 十 2g - q 2 }/2. 

换 言之， x 2 一 g 2 = 0•因 g(x) = lim q n (x) > | x |, 故 g ( ar ) s 卜| •因 W 

n—^oo 

在 [-1，lj 上连续，由 Dini 定理 （ §4.5 第 3 题)， { 9n } 在 [ 一 1, 1] 上一致 
收敛于 g. □ 
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下面我们要引进一个概念. 

定义 7.7.1 对于 a, 6 € R, 记 = max(a, b) ^0 aAb = min(a, 6). 
若 f，g : X — R, 定义 f \/ g •• X — R 为 Vx e X((f V g)(x)= 

/(x) V g(x)), / 八分： X — R 为 Va ； €X((/A g){x) = f(x) Ap(x)). 

定理 7.7.1 设 X 是紧空间， £ C C(X) 具有以下性质 ： 

(i) V/, g e da, b € R(af + bge £); 

⑻ V/, 5 e£(/V 5 ,/A 9 6/：); 

(iii) Vx, 2 / eX(x^y=^3fe C(f(x) + /(y))); 

(iv) VceR (常函数 ce £)， 

则 £ = C{X\ 其中 Z 表示 /:在 C(X) 的一致拓扑中的闭包， 

证 由条件 （ i),(iii) 和 （ iv )， 我们有以下 结论： 

设: r 和^/是 X 中的两个不同的点， a ，6 € R ， 则有/ € £，使得 
f( x ) = a ， f(y) = b. 事实上，由 （ iii )， 有 g 6 C ， 使得 g(x) _ g(y) •容易 

看出，存在 M 6 R ， 使得 

f a ) = ( 65 ⑻ + f ( 咖 ）1 W ^ \ 

\b) \sg{y) + tj \ g(y) 1 )\t )' 

因为这是关于未知量 s 和《的系数行列式为 g{x)-g{y) ^ 0的线性方 
程组，它的解存在唯一.让/ =叫+ t , 上述结论得证. 

现在我们去完成定理 7. 7 .1 的 证明. 设/ € C[X)，e 是个给定的正 
数. 我们要构造 一 个 p € 使得 sup |/( 2 ) - g ( 2 ：)| < e . 

对于 X 的任何两个（未必不同的）点 X 和 J /， 有办 y 6 /：，使得 

9xy(x) = /( X )， g xy (y) = f(y) (注 意 ： 函数 g xy 依赖于 a : 和 y ) •由于 / 

和知都连续，有2/的开邻域 t / X2/ (注 意： 开邻域 t 4 y 依赖于2；和 y ), 
使得 

G ^ xy (9 xy {^) ^ f (^) + ^)* 

因 X 紧，有 X 的有限个点 y u … ， y n ， 使得 X C C ) 令 

i=i 


则仏 e £且 


9x =g xyi A--* A^xt/n ， 
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Vz € X{g x (z) < f(z) + e) y M g x {x) = fix). 

因如和 / 连续，工有开邻域 W ， 使得 

^zGV x {g x {z)> f{z)-e). 

又因； T 紧，有 X 的有限个点…，，使得 XC Cl K •令 

j=i 

9 = 9xi V--Vp Xm . 


显然 ， g G £ 且 


Vz e X (f{z) -e < g{z) < f{z) + e). 口 

注条件 ⑴要求£ (相对于通常的函数运算）是个向量(线性）空 
间.条件⑻要求乙(相对于通常的函数大小比较）是个格 ( lattice ) •满 
足⑴和 ⑻的集合称为向量格.条件 ( iii ) 要求乙 能分辨 X 的点•定理 
7.7.1 是说，含有常函数的能分辨 X 的点的 C ( X ) 的子向量格在 C ( X ) 
中稠密.这个定理是美国数学家 M . H . Stone 在上世纪 4 0年代获得的， 
它实际上是下一个称为 Stone - Weierstrass 逼近定理的证明的关键- 
定理 7.7.2(Stone-Weierstrass 逼近定理）设 X 是紧空间，乂 C 

C ( X ) 具有以下 性质： 

( i ) V /, g e Aia, b 6 R(af + bgeA); 

( ii ) V/,5 E A(fg € A)\ 

( iii ) Vx，y € X(x ^ y 3 / G A(f(x) ^ /( y ))); 

( iv ) Vc e R ( 常函数 c € A ), 
p!lj A = C ( X ). 

证 m A 也满足性质 ( i )，( ii )，( iii ) 和 ㈣ ，不妨假设 A 在 C ( X ) 
中闭.定理 7.7.2 的条件 ( i )，( iii ) 和 （ iv ) 与定理 7.7.1 的条件 （ i )，( iii ) 和 
( iv ) 完全一样，定理 7.7.2 的结论与定理 7.7.1 的结论也完全一样，故 
只须证明定理 7.7.1 的条件 （ ii ) 可以是定理 7.7.2 的条件 （ i )，( ii )，( iii ) 和 

( iv ) 的推论就可以了.换言之，我们应 证明： 


yf,geA{fWgjAg£A). 



注意到 
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八 、, u a + 6 |a-&| a + b |a - 6| 

aV6 = —+ -y-^ aAb= -T^ L 2 ) 

我们只须证明 

v/e A (\ f \ e A ). 

今设 / e A 因尤紧，有 M e r , 使得 

Vx ^ X (/( x )€[- M , M ]). 

由引理 7.7.1， 有多项式序列 { p n } ，使得 p n ( t ) 在 [- M ， M ] 上一致收敛 
于叽故 {Pn(/)} 在 X 上一致收敛于 |/ l . 由条件⑴和 （ ii )， Pn ( f ) € A . 
因乂是闭集，所以 |/| e A □ 

推论 7.7.1 设 K 是 R 的有界闭集，4表示实系数多项式（看做 
K 上的函数）的全体、则 Z = C { K ). 

证 A 满足 Stone - Weierstrass 逼近定理的所有条件. □ 

下面的推论 7.7.2 是推论 7.7.1 的特例. 

推论 7.7.2 (Weierstrass 多项式逼近定理）有界闭区间 [ cz ,6 j 上 

的实系数多项式全体记做 P ([ a ，6])， 则 PtM )- C ([ a ,6]). 换言之，对 

于 [ a ，&] 上的任何（实值）连续函数/，总有一串实系数多项式 { Pn } 在 
闭区间 [ a , 上一致收敛于 /. 

推论 7.7.3 (Weierstrass 三角多项式逼近定理） R 上以 2 tt 为 
周期的实值连续函数可以被以下形状的“三角多 项式” 一致 逼近： 

n 

T n{x) = y + cos kx + bk sin kx )^ (7.7.2) 

其中 a ny b n e R . 

注三角多项式的首项 ac ) / 2 只是个常数，之所以写成 a 0 /2 而不 
写成更为简单的 a 。， 只是为了在 Fourier 级数理论（参看第11章）中 
的方便. 

证 R 上以 27 T 为周期的实值连续函数可以被看成是单位圆周上 
的连续函数，自变量： r 恰是弧度.形状为 （77.2) 的“三角多项式，，全 
体在单位圆周上满足 Stone - Weierstrass 定理的四个条件. [ 
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推论 7.7.4 设 X 和 F 是两个紧空间，且设 C ( X ) 和 C ( Y ) 能 
分别分辨 X 和 R 设 f ( x , y ) eC(X xY ), 则对于任意给定的 e > 0, 
有 rz e N 和 g 3 ( x ) G C ( X ), hj { y ) € C { Y \ kj G N (j - 1, • • • , n ), 使得 

y(x,y) eXx y^|/(x, 2 /) - 公以 (x)~(y)l < 今 

证对于任何自然数 n , 任何在 X 上的 n 个连续 函数心 (j = 
1，…， n ) 和任何在 y 上的 n 个连续函数 ~(j = 1，…， n ) 以及任何 n 

个实数心 (j = 1，…， n )， 构造出的形如 

n 

^kjgj(x)hj(y) 

j=i 

的函数之全体在拓扑空间 X xY 上满足 Stone - Weierstrass 逼近定理 

中的四个条件. D 

注1推论 7.7.4 可以用来把推论7.7.1，推论 7.7.2 和推论 7.7.3 

的结论推广到多元情形. 

注2满足什么样条件的拓扑空间叉才使得 C(X) 能分辨 X ? 
这个问题在点集拓扑中是有讨论的.本讲义不讨论这个问题了 • 

§7.8 连通空间 

定义 7.8.1 拓扑空间 X 称为不连通的，若 X 有两个开集 t ； 和 
VM 吏得 

x = uuv, c / nv r = 0 且 u 

非不连通的空间称为连通 空间. 换言之，满足以下条件的空间称为连 
通空 间：若 X 有两个开集 t / 和 V ,使得 

x = uuv 且 t/ny = 0, 

则 t / 和 K 中至少有一个是空集.拓扑空间 x 的子集 a 称为连通的， 
若4关于由 x 上的拓扑诱导得到的相对拓扑是连通的. 

以下命题的证明很容易，留给同 学了. 

命题 7.8.1 拓扑空间 X 是连通的，当且仅当久不可能表示成 
两个互不相交的非空闭集之并，或等价地， X 的既开又闭的子集只有 
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两个： X 和 0. X 的子集4是连通的，当且仅当对于 X 的任何两个开 
集 f / 和 F ， 

且 Anunv = 9=^ Ac c / 或災 c k 

定理 7.8.1 R 的子集 A 是连通的，当且仅当 A 是个 K 间（包括 
开的，闭的，半开半闭的，或有限或无限的区间). 

为了证明这个定理,我们需要一个引理. 

引理 7.8.1 R 的非空子集/是（开的，闭的，或半幵半闭的）区 
间，当且仅当 J 满足以下 条件： 

I ， a < c < b =^ cel . (7.8.1) 

证条件 (7.8.1) 的必要性显然.若条件 （7.8.1) 成立，令 

m = inf /, M = sup 7, 

其中 m ， M 可能取正负无 穷大. 不难看出， / 不含有任何小于 m 或大于 
M 的数.还可 证明： /含有任何大于 m 且小于 M 的数.若 m < c < M , 
则有 ^ bel , 使得 m ^ a < c < b ^ M . 由条件(7.8.1 )， c € /• 故 J 是 
以 m 和 M 分别为左右端点的（开的，闭的或半开半闭的）区间. □ 
现在可以给出定理 7.8.1 的证明了. 

定理 7.8.1 的证明假设 A c R 是连通集，若乂 = 0，4当然 

是 区间. 设乂 # 0，为了证明4是区间，由引理7.8.1，只需证明条件 
(7.8.1) 满足.用反证法，假设 

A 和 ce ( a ，6)， 但 c 赛4， (7.8.2) 

则 

A = [AD (- 00 , c )] U[An ( c , oc )]. 

易见 ， A n (- oc ， c ) 和 z n ( c ， oc ) 是两个非空不相交的（关于乂的相对 
拓扑的）开集•故4不 连通. 这就证明了：连通集 z 必是区间. 

今设4是区间，我们要证明^连通.不然，便有 R 的开集[/和 

K ，使得 A = ( yn ^4) u ( Vn 4), (7门7门4 = 0 且 
选 和不妨设 a < 6,则 [ a , b ] C A C U U V , 
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UD [ a y b } / 0 ^ Vnla . b }. 在非空闭区间 [a,6] 上定义实值函数/如 


下_ 

_ f 1,当 

[x) = \o, 当 xeynM 时， 

因[/和 K 均为 R 的开集， f/ n 和 y n [a，fe] 均为 [a， 6 ] 的（相对) 
开集，而对于任何 5CR, Z' 1 ^) 只可能为以下四个集合之一：0，以门 
[ a ，6]，7n[a，6] 或 [a，6]， 它们都是 [a，6] 中的相对开集.故函数/在 [a，b] 
上连续.又/⑷=1, /⑻= 0且/在 [ ci，&] 上取的值不是0便是 1.. 
这与一元连续函数的介值定理 矛盾. 这个矛盾证明了区间 A 的连通 


性. □ 

定理 7.8.2 设 X和V"是两个拓扑空间 ， f : X -^ Y 是连续映 


射.若X连通，则 f ( X ) 也连通. 
证考虑映射 


•• X — f 、 X 、， Vx E X (/i (x) = /( 工 )). 

M 关于久的拓扑及 /PO 在 y 中的相对拓扑而言）是连续的满射.设 
乂是 / po 的既开又闭子集，则 /rHw 在久中既开又闭•因 x 连通， 
f ^ l ( A ) = X 或 = 0. 因 /i 满，/「】(/) = X ==^ 义 = h ( X ) = 

/P0 •又因 A 满，厂 1 ⑷ = ( D =^ A ^ 0( 参看 §1.6 的第 U) 题的⑻). 
这就证明了 f(X) 中的既开又闭集只有 两个： f(X) 和 0. □ 

注当定理 7.8.2 中的 X = [a，6j 及 y = R 时，注意到定理 7.8.1, 

我们就得到闭区间上实值连续函数的介值定理（推论 4 . 2 .1).定理 7 .8. 2 
是介值定理的 推广. 闭区间 [a,6] 上的连续函数的整体性质只有介值 
定理是 [a，6] 的连通性的表现,其他的都是 [a, 6] 的紧性的表现. 

命题 7.8.2 设 X是拓扑空间，对于每个^ 是指标集)， 

E a MX 中的一个连通集，且 H 五 a # 0,则 U 五 a 是连通集. 

qGA aeA 

证设 Sc U 是 U 心中的(关于 U 匕的相对拓扑的)既 

qjG4 q^A qGA 

幵又闭集，则对于每个4 sn 仏在仏中是（关于&的相对 
拓扑的）既开又闭集.因五 a 连通，故对于每个 a e A y SnE a = ^ 



§7.8 连通空间 61 


或 S n E a = E a . 只要有一个 a 0 e A 使得 S n 仏。 = 五却，则 
SD D 7 ^ 0 - 故 VaeXpnEa #©). 因此 

aeA 

Va G ^4(5 H E a = E a ). 


所以 



=U (5 D £ a ) = (J 5 = [J E a . 

a£A a^A 


Va G A(S D E a = 0), 

则 。 ( U 仏 ) =U (5 n ^) = 0 =>• 5 = 0. 

\aeA J oteA 

这就证明了 u 仏中的(关于 u 五 a 的相对拓扑的)既开又闭集 

a€A \ aGA ) 

不是空集便是 u 仏.所以， u 连通. □ 

aEA a^A 

命题 7.8.3 设 X 是拓扑空间， E 是 X 中的连通集，则£也是 
连通集. 

证用反 证法. 设 F 和 C 是 I 的（关 于忑 相对拓扑的）两个闭 
子集，且 __ 

E=^FUC, Fnc = 0, F / 0 ^ c. 

因忑在 X 中闭， F 和 C 是 X 中的两个闭集，今 


E = { FnE ) u ( CnE ), (F 门 £；) n (c n £) = 0， 


Fn 五及 cn 五在£:中相对闭.又因£连通，由命题7.8.1， Fn 五 

& CDE 中有一个为 £• 换言之 ， £ C F 或五 CC . 所以 ， EC F 或 
EcC . 这与反证法的假设矛盾 .故瓦 连通. 口 

定义 7.8.2 设 X 是拓扑空间， x € X . X 在点 X 处的连通成 

分(简称成分定义为所有含有点 x 的 X 的连通子集之并. 

命题 7.8.4 设 X 是拓扑空间， xGX ， C x 表示在点 x 处的 X 
的连通成分，则 
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( i ) Vx €义((^是连通闭 集)； 

(ii) Vx, y 6 X ( C x = C y C x C \ C y = 0). 

证由命题 7.8.2, C x 连通.由命题 7.8.3, C x 也连通.由定义 7.8.2, 
=己•故 Q 是连通闭集 . ⑴证得. 若 C x nC y 參 ^由命题 7.8.2, 
dUQ 连通. 由定义 7.8.2, (ii) 证得. 口 

定义 7.8.3 拓扑空间 X 称为全不连通的，假若 


Vx G X { C x = { x }). 

Sex 称为 全不连通的， 假若 S * 关于它的相对拓扑是全不连通的. 

易见,拓扑空间 X 是全不连通的，当且仅当 X 的连通子集都是单 
点集. 

例 7.8.1 Q 和 R \ Q 都是全不连通的. 

Q 的全不连通性的理由如 下：设 { a , 6} C S C Q ， 其中 d < 6. 
一定有 C e (d ， 6) nR\Q ， 贝 |J S = (5n (-oo,c)) U (sn (c ， oo ))， 而 
5fl (— oc,c) 7 ^ 0 7 ^ 5n(c ， oo) 且 5 fl (—do, c) 与 oo) 在 S 中均是 
相对开集. R \ Q 的全不连通性的理由相仿. 

例 7.8.2 (Cantor 三分集） 我们要构造 [0,1] 的一个闭子集 K ， 
它是全不连通的，但它的每个点都不是孤立点.先引进一个由某个闭 
区间到两个闭子区间的构造 方法： 

设 J = [ a ，6] 是个有界闭区间，其屮 a < 6. 令尸= [ a , (2 a + 
6)/3]，/" = [( a + 26)/3,6]，显然， 

rul n = I \ ((2 a + 6)/3, (a + 26)/3) 且尸门广= 0. 

三个区间 ((2 a + 6)/3, ( a + 26)/3) 的长度都等于/的长度的三分 
之一，前两个是闭区间，最后一个是幵区间.三者两两不相交.我们把 
这种构造方法记为 

77 = r U /"• 

易见， I 的两个端点仍属于 TL 若 S = U 乃是 n 个两两不相交的闭 

j=l 

区间心 (j = 1, • • • , n ) 之并，则我们定义： 
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TS =\ jTIj . 

j=i 

易见，乃是 2 n 个两两不相交的闭区间 Jj ， Jj'(j = 1，…， n ) 之并， 

C S 且 n n 

其中卜/|表示区间 j 长度.对有限个两不相交的闭区间作用了后， 
区间长度和将缩小2/3倍. 

今归纳地构造 [0 ， 1] 的闭子集序列 { K Tl } 如下： 

K = { [0,1], 当 n = 0 时， 
n ~\ TK n ^ 当 n 彡 1 时. 

根据数学归纳原理可知，是 y 个两两不相交的长度为 3- n 的闭区 
间之并，每个这样的闭区间恰是欠 n 的一个连通成分.构成的这 
些闭区间的长度和为 （2/3=. 当 n — 00时，构成 K 的这些闭区间的 
长度和将趋于零.令^ A： n . 常称 K 为 Cantor 三分集.作为 2 71 

n=0 

个闭区间之并的必闭，故尺=^ 闭.又因不可能包含长 

n=0 

度超过 3- 的区间，尺=^ 不可能包含长度为正数的区间，故 K 

的连通子集只能是单点换言之， K 是全不连通的.也因为 K 不可 
能包含长度为正数的区间， K 无内点.最后设 .t e X ，则对于任何 n , 
有某个作为的连通成分的闭区间含有点: r . 这个闭区间的两个端 
点中至少有一个不同于 a 、, 任选一个记为这个端点〜将属于所 
有的 /( p (p = 0, 1， …)， 对于任何 n € {0, 1, …}， 〜 是属于 K 的异于 
x 的一个点，且它与 z 的距离小于或等于 3_ n . 所以 ， x = lim : r n .故 

n—>oo 

j •非 X 的孤立点.换言之 ， W 满足条件 E ， = E 的 E 称为完全 

集，因此 Cantor 三分集是完全集. 

若把 [0， lj 中的数用三进位小数表示（每一位小数都是{0，1，2}中 
的一个 )： 

/ OO x 

Vx G [0, l]VnG N3a n G {0, 1, 2} fx = ^ J. 
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这样 [0，；!] 与所有的由 {0,1,2} 这三个阿拉伯数字构成的无限序列之 
间似乎有一个对应关系.但应注意的是，有些 [0 ， 1] 中的数可以有两种 


三进位表示,例如 



这种有两个三进位表示的数全是有理数,所以只有至多可 数个. 又因任 
何无限集 M 与一个可数集之并的基数仍与 M 的基数相等，故[0,1】 


与所有的由 {0,1,2} 这三个阿拉伯数字构成的无限序列集的基数应相 
等.不难看出，&中的数的三进位小数恰为0叫…，其中 ai # 1. 心 
中的数的三进位小数恰为其中^ 1 ^ a 2 . K 中的数的 
三进位小数表示中“1”将永不出现，即只用 “0” 和 “2” 这两个阿拉伯 
数字便可把 K 的数（三进位地）表示出来.反之,任何只用 “0” 和 “2” 
这两个阿拉伯数字表示出来的三进位数均属于因此,每个 K 中的 


数的三进位表示与 [0,1] 中某数的二进位表示成 一一 对应（只须将 “2” 
换成 “1”). 因此， K 的基数等于[0，1]的基数，即 R 的基数.—个十分 
有趣的事实是，任给 e > 0, K 可以被有限个区间盖住，这有限个区间 
的长度和小于&另一方面， K 的基数却等于 R 的基数，因而大于 N 
的基数. 


§7.9 习 题 

1 .设五 是实数域 R (或复数域 C ) 上的（可能有限维，也可能无限维的）向 
tt 空间（或称线性空间).映射 

\ • \e • E R 

称为£上的一个范数，假若它满足以下三个条件： 

( a ) Vx € E(\x\e ^ 0, 且 | rr |£ = 0 x = 0); 

( b ) Vx € EVAG R ( 或 C )(| 峰 = \ X \\ x \ E )； 

( c ) Vx , y e E {\ x -\- y\ E ^ \x\e 4 - \v\e)- 

(£；,|.| e ) 称为賦范向量空间(或称赋范线性空间，或称线性赋范空间).有 
时，当范数丨己在上下文中不言自明时.赋范向量空间（五， |. k ) 也简记做 


E. 
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试证： 

( i ) ( E , p ) 是个度量空间，其中 


Vx，y € £* [p{x, y) = \x- ?/| £ ) • 


( ii ) 设 X 是个紧拓扑空间， C ( X ) 表示 X 上定义的连续实值函数的全体， 


V / GC ( X )^|/| C(X) = sup |/( a ：)|^ 

则 ( c ( X ) y \-\ C { X )) 是个实数域上的赋范向量空间. 

( iii ) 设 X 是个紧拓扑空间， C ( X , C ) 表示 X 上定义的连续复值函数的全 


体 ，又 I \ 

V /€ 啦， C ) ( |/| ⑽， c) 'Sg |/( x )|) ， 

则 ( C ( X , C ) 5 |.| C ( X , C )) 是个复数域上的赋范向量 空间. 

( iv ) 用 Tl([a, 6 j ) 表不有界闭区间 [ a ，&] 上的 Riemann 可积(实值）函数的 
全体.在 7l([a,b}) 上引进关系“〜” 如下： . 

6 7^([a,6]) ~ 5 <=>• J \f{x) - g{x)\dx - O^j , 

则“〜”是等价关系. 


注 TZ ([ a , b \) 相对于这个等价关系的等价类全体记做 /?([ a , 6 ]), 同一等价 
类中的函数的积分是相等的，以后为了方便我们把同一等价类中的函数看做是 
相同的，也不再区分等价类及等价类中的函数代表. 

( v ) 设/，分 e 尺 ([ M ])， 则 

J \f(x) - g(x)\dx = 0 J \f(x) -g(x)\ 2 dx = 0. 

(提示：用 Cauchy - Schwarz 不等式 .） 


( vi ) i ?( M ) 上定义范数 如下: 


V / € R ([ a , b }) |/| h2 ([ Qi 6 ])= 



则 («( k 6 ]),|* \ R H [ aM )) 是个赋范向量空间. 

2 •设五是有限维实（或复）赋范向量空间，即有有限个向量 ei ，...， e n 组 
成的的一组基.在有限维实（或复）赋范向暈空间 E 上定义一个实值函数 


. :五 — R 如下: 
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n 

E ajej = max \ aj \. 

J = 1 oc 

试证： 

( i ) I • loo 是个范数，由这个范数诱导出的有限维实（或复）赋范向量空间 E 
上的拓扑恰是把有限维实（或复）赋范向量空间 e 看成有限个 R 的笛卡儿积 
R n (或有限个 C 的笛卡儿积 C n ) 时的乘积拓扑（由高等代数的知识，任何有限 
维实（或复）向量空间和 R n (m C n ) 同构).因而点集 {x : | x|oo < 1} 是紧集. 

( ii ) 假若 | . h 是有限维实（或复）赋范向量空间 S 上的另一个范数，则有 
一个 M € R , 使得 

Vx € £(|x|i < M|x|oo). 

(提 示 ： ih Af = E | ej | i .) 

\ j=\ / 

( iii ) 作为有限维实（或复）赋范向量空间£上的一个范数， 卜|1 是有限维实 
(或复）赋范向量空间（仏 | . | oc ) 上的一个连续函数.因此,有一个正数 m ， 使得 

Vx 6 £(|x|cxd = 1 => ]x|i ^ m). 

(提 示： 紧空间上的连续函数达到极小值 .） 

( iv ) 有正数 m 和 M , 使得 

Vx e £(m|x|oo < |x|i ^ M|x|oo), 

因此，恒等映射 idE : (£，I • h )— (仏 I • loo ) 是同胚.假若 I • | 2 是有限维实（或 
复）赋范向量空间五上的另一个范数，则相对丁-有限维实（或复）向量空间 E 
上的任何两个范数 I • h 和 l . h 产生的两个度量空间是同胚的，恒等映射便是同 
胚映射. 

( V )设 E 和 F 是两个有限维线性空间， | . k 和 | . | f 分别是 s 和 F 上的 
范数. 4是五到 F 的线性变换，则 
( a ) A 是连续映射； 

( b ) 有 M > 0,使得 

Vx(|i4(x)|F < M|x|e). 

3.设/是个拓扑空间 • {W : a € 是点 o : 的一些邻域组成的集合. 
{[4 : a € 4} 称为 x 的一个邻 域基， 假若对于 x 的任何邻域 K ， 有一个 
使得 l/ a C V . 试证： 

⑴对于任何 x 的开邻域全体是： r 的一组邻 域基. 
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( ii ) 设入是个度量空间，则每个点 xGX 都有一组由可数个邻域组成的邻 
域基，简称为可数邻域基. 

(提示:证明 { B ( x ; 1/ n ) : n = 1，2,…是 x 的一组邻域基 .） 

注设 X 是个拓扑空间.若每个点 X 都有一组由可数个邻域组成的 

邻域基，则称 X 是 一个满足第一可数公理的拓扑空间 .( ii ) 也可改 述为： 度量空 
间满足第一可数公理. 

( iii ) 设久 是个拓扑空间， 点: veX 有一组可数邻域基，£ C 入，则 : r e 瓦 
当且仅当有 X 的点列{〜}，使得 Vn e N ( x n G 五)，且 a ; = lim 

n—^oo 

(iv) 设； 5： 和 Y 是两个拓扑空间，： r G X ， y € y ，{ r/ a : a e 4} 和 

{% : /3 € S } 分别是 X 和 y 的邻域基，则使得 y = / ㈤ 的映射/ : X — y 在 
: r 点处连续的充分必要条 件是： 

Vj 3 GB 3 aGA ^ f ([/ a ) cV p y 

4.设入和 K 是两个拓扑空间，映射/ •• X — K 的图像是指 X x y 的子 

集合 

G = G ( f ) = {(x ， /( ： r)) e X xY :x e x \. 

( i ) 设映射 J 

9 ’• X 一 G ( f ), 'ix e X ^(x) = (x, f(x )))， 

试证 ： P 是双射 • 

( ii ) A x F 上的两个投影映射记为 

7T\ ： X xY —* X, 7Ti = X, 

丌 2 : X xY 7T2((X,y)) = y ， 

试证： 

丌 lO# = idx, 7T2 o (/? = /, # 一 1= 丌 1 |(^ 

( iii ) 试证： yT 1 连续. 

( iv ) 试证： / 连续 ㈡ p 是同胚. 

(v) 试 证：若 X 是个紧 Hausdorff 空间，则/连续的充分必要条 件是： 
G ( f ) 是紧集. 

(提示 ：利用 （ iii ) 和推论 7.6.4.) 

5.设 X 是满足第二可数公理的拓扑空间，则它的任何基{〗4 : a € 4} 都 
有一组可数子基. 
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(提示 ：假设 { f/n : n € N } 是 X 的一组可数基，对于每个 X ^ x 和每个 
U n 3x , 有一个 x 的邻域 V ； (iC , n) e { V Q ：ae A ), x € V a(a; ， n) C t / n •又有 
一个 : r 的邻域 t / m ( x , n ) e { J/n : n e N }， 使得 a ： € Um(x,n) c V 0(;r , n 〉C t / n •当 
: r 跑遍 X 的点， n 跑遍 N 时， { t / m hn )} 作为 {Un ： n€ N } 的子族，只有可数 
个 u m{xj , nj) (j = 1,2,...), 对应的〜一也只有可数个 .） 

6. ⑴设/是拓扑空间 X 到 RU {— oo } 上的映射， xeX . f 称 为在点 x 

处上半连续的， 假若 

V a > f ( x ) 3 : r 的邻域 C [- oo , a )). 

在 RU {- oc } 上引进上拓扑冗(参看例7丄4)后， 试证: /在点： r 处上半连续， 

当且仅当 f:X — ( RU {- oo }, T u ) 是连续的. 

( ii ) 叙述并证明和⑴相对应的关于/在点 z 处下半连续的命题 • 

( iii ) 设/是拓扑空间久到 R 上的映射， x G X . 试证： /在点 x 处连 

续，当且仅当/在点 x 处既上半连续，又下半 连续. 

( iv ) 设 : 0 e /} 是拓扑空间 X 到 R 上的一族在 x 处上半连续的映 

射，其中 x € X . 拓扑空间 X 到 R 上的映射6定义 如下： 

Vt / E X (0( y ) = inf /^( y )), 


试证： 0 在： r 处上半连续. 

( v ) 设{乃 d € {1， •. •， n }} 是拓扑空间 X 到 R 上的有限个在 x 处上半 
连续的映射.其屮 x € X . 拓扑空间 X 到 R 上的映射❸定义如 F : 


▽2/ € X ( 曲 )= 


sup 


/ i (2/))， 


试证： ^ 在点 I 处上半连续. 

( vi ) 叙述并证明与 （ iv ) 和 （ v ) 相对应的关于下半连续映射的命题. 

( vii ) 设/和 g 是拓扑空间久到 R 上的两个连续映射，试证：/ V 分和 
/ Ap 是久到 R 的连续映射，其中 

(/ V g ){ x ) = max ( f ( x )^ g ( x )) 1 (/A r /)( x ) = min (/( x ), 分(工)). 

( viii ) 设 / 和沒上半连续，且 A 〉 0. 试证：/ + p 和 A / 也1：半连续. 

7 . 闭区间上的函数 y 称为闭区间 [ a ，6] 上的逐段线性函数，若闭区间 

[ a , 6] 上有有限个点 

a = xo < xi < …< x„ = b ， (7-9.1) 
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使得 g 在每个右开左闭的小区间 [ x k ) x k ^) (fc = 0,1，…， n) 上是线性函数（即 
一 次多项式).若这个逐段线性函数在闭区间上连续，换言之，在这些右 
开左闭的小区间的端点X! <x 2 <...< Xn-l 处左右两边的线性函数正好相 
等： g ( x k -0)= g ( x k + 0) (fc = 1， … ， n - 1)， 则这个逐段线性函数称为在闭区 

间上的连续逐段线性函数. 

试证： 

(i) 闭区间^61上的任何连续逐段线性函数 g 均可表成如下 形式： 

Vx G [a, 6] ^g(i) = g ( a ) + ^ kj{x - Xj) + j, 

其中 A (j = 0,1，…， n) 是满足条件 （7.9.1) 中的分点，= 0,l，".，n) 是 
(n + 1) 个常数，而 

+ y + \y\ j y, 若 2/ 〉 o， 

y _jo， 若 KO. 

(提示：对 n 作归纳 .） 

(ii) 闭区间 [a，6] 上的连续逐段线性函数全体在 C([a,&]) 空间中构成一个 
稠密集. 

(提示：利用连续函数在闭区间㈧上的一致连续性 .） 

(iii) 设 c G R， 利用引理 7.7.1. 有多项式序列 { p n }, 它在 R 的任何紧子集 
上一致收敛于卜- c|. 

(提 示： 由引理7.7.1，有多项 式如， 使得 

Vx G [一1， l]Vn 6 N (\ q n { x ) - |x|| < 1/n 2 ). 


令 


Pn { x ) = nq n ((x - c )/ n )).) 


(iv) 有界闭区间上的实系数多项式全体记做尸⑼，6])，则 P(M) = 
C{[a, 6])(Weierstrass 多项式逼近定理). 

(提示:利用⑴，⑻和 （iii).) 

8. 本题想给出引理 7.7.1(|x| 在闭 K 间 [-1,1] 上能被一串常数项为零的多 
项式一致逼近）的另一个证明. 


⑴ 试证： 以下级数在[0, 1] 上一致 收敛: 
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( ii ) 试证： 对于任何 e > 0,有多项式 P ， 使得 

VxE [- l , l ](| P ( x 2 ) - <£). 

( iii ) ^ >0和多项式 P 如 （ ii ) 中所述，试证： | P (0)| < 2已 

( iv ) €>0 和多项式 P 如⑼中所述，记 Q { x ) = P { x )- P (0), 试证： 

Vx € hl ? l ](| Q ( x 2 )-| x || <4 e ). 

9 .⑴设 ( X y p ) 是个度量空间， 试证： 

Vp , q 、 x,yeX 〈 \p{p, q) - p{x, y)\ ^ p ( p , x) p{q,. t /)) . 

(提 示： 证明以下两个不等式： 

p(x,y) ^ p{x,p) 4 - p(p y q) + p{q, y), p(p,q) < P(P ， 工 ) + 〆 工， 2/) + P(2/，<?)•) 

注 （ i ) 的结论告诉我们，映射 p : X x 久 — R 是连续的，其中 X x X 上 
赋予了乘积拓扑. 

( ii ) X 中的全体 Cauchy 列 {x n } 构成一个集合 C , 在 C 中引进关系“〜” 
如下： 

V { a ： n } 7 { Vn }({ Xn } ^ { Vn } <=> lim p ( x n , ?/ n ) = 0). 

试证： “〜”是个等价关系. 

( iii ) C 中由等价关系〜产生的等价类全体记做，定义 Y x Y — R 一的 
映射山记《为含有代表 {Xn} 的等价类, 7?为含有代表{如}的等价类，令 

d {^ ri ) = lim /)( x n ， y „). 

n — ♦oc 

试证以下三点： 

( a ) 以上等式右端的极限存在. 

( b ) 所定义的 d (^ n ) 不依赖于€的代表 {〜} 和 w 的代表 { yn } 的选择. 

( c ) d 满足度量空间的距离应满足的三个条件. 

(提示：用⑴.） 

( iv ) 定义映射 — Y 如下： 
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e X ^ i ( x ) = { x n }， 其中 Vn € N ( x n = 工))， 

试证：映射 i 是单射，且保持距离不变： 

Vx,y 6 X ( d { i { x ) y i ( y )) = p ( x ， y )). 

( v ) 试证: ( X , d ) 是完备的. 

( vi ) 试证: i ( X ) 在 ( X y d ) 中是稠密的. 

注1两个度量空间（ X , p ) 和（八 d ), 若有保持距离不变的单射 i : X -^ Y , 
且 { Y , d ) 是完备的，又狀)在 y 中稠密，则称 ( y ， d ) 是 ( x , p ) 的完备化.刚才 
证明了，任何度量空间都有完 备化. 同学可以 证明： 任何度量空间的完备化（在 
同胚意义下）是唯一的.以上结论可以改 述为： 任何度量空间有唯一确定的完备 
化. 


注 2 在讲义的 §2.7( 第二章的补充教材二）中，我们介绍了德国数学家 
Dedekind 的用分割的方法把有理数域扩张成实数域.德国数学家 Cantor 则用 
完备化的方法把有理数域扩张成实数域.这是完备化方法最早的引进.本讲义还 
会用完备化的方法处理其他问题. 

10. 设 X 是拓扑空间 ， E C 兄 试证： X \ E ° = Y \ E . 

11. 设 X 是度量空间 ， a 6 X , r > 0. 试证： B ( a , r ) C {x e X : p ( x , a ) ^ 
t }. 试举例说明 B { a ) r ) = {x G X : p ( x y a ) < r } 未必成立. 

12 •设久是度量空间 ， x €久，五 C X •点: c 到芯 的距离 定义为 

p { x , E ) = inf p ( x , y ). 

y£E 

( i ) 证明：函数 : c /^，五）在 X 上一致连续. 

(提示：试证不等式 | p ( x , E ) - p ( y , E )\ < p ( x , y ).) 

( ii ) 证明：忑 ={x e X : p ( x 1 E )^0}. 特别,若 £ 闭，则 

OO 

E = {x G X : p { x , £) = 0} = G X : p { x , E ) ^ 1/ n }. 

n=l 

(提 示： 利用命题 7.1.2.) 

( iii ) 对于任何 a > 0,试证:集合 {x e X : p ( x , E ) < a } 是开集. 

(提示：利用 （ i ).) 

( iv ) 试证： X 中的任何闭集可以表成可数个幵集之交. 

(提示：利用 （ ii ) 和 ( iii ).) 

( v ) 设五和 F 是 X 的两个互不相交的闭集，令 
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f (x) = _ P ( X ， E ) _ 

J(X) ^ p(x J E) + p(x,FY 

试证 ：/是 X 上的实值连续函数，且0 < / < 1, E =厂 WO }), F = r ' dl }). 
(提示：利用⑴和定理4.1.1，再用 （ ii ).) 

( vi ) 设 E 和 F 是 X 的两个互不相交的闭集，试证： X 有两个开集 [/和 
V ,使得 

ecu , Few c/nv = 0. 

(提示：利用 （ v ).) 

注若拓扑空间 X 的任何两个互不相交的闭集一定分别包含在两个互不 
相交的开集之中，则拓扑空间 x 称为正规（拓扑） 空间. 因此,度量空间必正规. 

( vii ) 假设 X 是完备度量空间，£；是 X 的闭子集，则 E 作为 X 的度量子 
空间也是完备的. 

( viii ) 设 K 和 F 分别是度量空间 X 中的紧集与闭集，且 K n F ：= 0.试 
证 •• 

inf p ( x , y ) > 0. 

y€F 

(提示 ： Vx e K 36 x > 0( B ( xjS x ) n F = 0), 其中 B ( x , i x ) = {y e X : 
p ( y , x ) < 6 X }. 必有有限个点巧 e (j = 1， •••，)， 使得 

n 

Kc\jB(x j: S Xj /2)) 

j=i 

( ix ) 设 K 和 F 分别是度量空间久中的紧集与闭集，且尺 HF = 0. 试证: 

有一个开集 C /， 使得 _ 

K CU 且 UnF = H }. 

(提示：用 （ vi ) 或 ( viii ).) 

( x ) 假若入是度量空间， KCX 是紧集， { t / a } ae A 是 X 中一族覆盖尺的 
开集 ： K C \J U Q . 试证：必有有限个开集{1/, }? =1) 使得每个 j € {1, …， n } 

afcw4 

有一个 a(jO € 乂与之对应，这族开集{^}? =1 和对应的 a ( j ) G 4有以下三条 
性质： 

( 1 ) j # a(k)\ 

(2) 对于每个 j ， ⑴； 


⑶ Kc[j V 3 . 
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(提示：必有有限个开集 (：/• = 1，…， n )， 使得^ C U U a{j) . K \ 

J = 1 

U U Q{j) 是紧集，且 C ) U n{j) C .由 （ ix )， 必有开集 K ， 使得 

J ^2 j =2 

U 2 U a{j) CViCV^C U a ⑴， 由此， K C w u ( u ^(»). 然后用归纳法 . ) 

13 . 设 X 和 y 是两个拓扑空间， fiX ^ Y , 则以下两个条件中的任何一 
条都是/连续的充分必要 条件： 

(0 yFcY(T^)cr l (F)). 

(提示：以上条件等价于“闭集的原像必闭 ”.） 

⑼贈 X ( f ( E ) C J ( E )). 

(提示 •• 不妨设/满，不然，将 K 换成 f ( X ). 这时，/[厂如)]=£•若条 
件 （ h ) 成立，则 r l ( E ) = 厂妨/- 1 ⑹)] d r ^ fG ^ W ))}^ : •故条 
件 （ i ) 成立.又设/连续， xeE,V ^ f { x ) 的开邻域，则尸⑺是: r 的邻域， 
厂 1 ⑺ n 五 〆 0. 因此， 

14 . 设 X 是紧空间， C(X ， C) 表示 X 上的连续复值函数的全体，在 C { X , C) 
上引进距离 

V / € C ( X ， C)Vg € C ( X y C) { p { f , g ) = sup \ f ( x ) 一分⑷ |)， 

C(X,C) 便成为度量空间.设 >1 c C ( X , C ) 满足以下五个 条件： 

( i ) Vf ， ff eAV a ， beC ( a / + b ff eA ); 

( ii ) V /,^ € A(f • ff E A ); 

( iii ) V / € A(J € A ); ( f ( x ) = _ 表示 / Or ) 的共轭数 .） 

( iv ) \/ x,y € X^x ^ y =^3 f € 4(/(: r ) / /( y ))); 

( v ) le A . 

试证 : A = C { X y C ). 

(提 示： 注意到任何复值连续函数的实部与虚部都是实值连续函数，然后利 
用实值连续函数的 Stone - Weierstrass 定理便得 .） 

注 1 7表示 4 在度量空间 C(X,C) 中的闭包. 

注2本题的结论称为复值连续函数的 Stone - Weierstrass 定理. 

15. 设£是个非空集合.由£；的一些子集组成的子集族7称为一个 滤子， 
若7满足以下 条件： 

(0 任何包含夕中某集合的集合必属于只； 
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(ii) T 中两个集合之交必属于 

(iii) E £ T.、 

(iv) 0 在，. 

问 ：以下14 个集族中哪些是滤子？哪些不是？ 

(a) 集合五的全体子集组成之集族. 

(b) 设£是拓扑空间 ， a G E， 点 a 的邻域全体组成之集族（它称为点 a 的 
邻域滤子). 

(c) 设 £ = RU{oo}， 集族 {(a,oo] : a G R}. 

(d) 设 £； = R U {-oo }, 集族 {[- oc , a ) : a G R }. 

( e ) 设五= R ， 集族 {(— oc , a ) U (6, oo ) : a y b € R }. 

( f ) 设 = N ， 集族 {{ n€N:n^m }: m€N}. 

(g) 设 = Z， 集族 |{ti G Z : |7i| ^ rn} : m G 

(h) 设 £； = R ， 集族 {S C £ : 3a G R(S 〕 （ a ， oc))}. 

(i) 设五 = R， 集族 {S C E :3a e R(5 D (-oo，a))}. 

⑴设 /? = R， 集族 {SCE: 3a, 6 6 R(S D (-oo,a)U(6, oo))}. 

(k) 设 £ = N ， 集族 [ scN (3 m € N (5 D {n € N : n ^ m }))}. 

(l) 设五 = Z ，集族 (5 C Z (3 m € N (5 D {n € Z : \n\ ^ m }))}. 

(m) 给定了一个 R 上的有界闭区间 [〜6] 以及闭区间上的一个分划 

C : a = XO <Xl < ••• < X n _l < 工 71 = 办， 

并在分划的每个小区间上选一个点匕 € [Xi^X,Xi], 这个选出的点组成的集合称 
为从属于上述分划的选点组，记做€ = (6r**>Cn). E = {(C ,0) 表示所有 
[a, 6] 上的分划及从属于这个分划的选点组$形成的组对 （C，0 构成的集合•集 

族 

^s 6 = {{C,0 : C 的小区间长度的最大者 =- Xi-1) <(S} ：5>o|. 

( n ) 给定了拓扑空间£上的一个点列 

XI， X2y …， X ki …） 

构造£上的一个 集族： 

B = : fc € n|. 

16.设£是个非空集合.由 E 的一些子集组成的子集族6称为一个滤子 
基，若 S 满足以下 条件： 
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( a ) S 中两个集合之交必包含一个属于 S 的 集合； 

( b ) B / 0, 0 ^ B . 

试证： 

( i ) 滤子必是滤子基. 

( ii ) S 是滤子基，当且 仅当五 的子集族 

T={ScE:3AeB{SDA)} 

是个滤子.如此得到的滤子 JT 称为由滤子基 B 生成的滤子. 

( iii ) 任意多个滤子之交仍是滤子. 

17.问：第15题中的14个集族中哪些是滤子基？哪些不是？试构造三个 
其他的滤子基. 

18•设是个非空集合. 7和 jr / 是由 E 的一些子集组成的两个滤子 JP 
称为比 r 更精细(或称户比只更粗糙)，若7 3 r . S 和次是由£的一些 
子集组成的两个滤子基 . S 称为比 S ' 更精细(或称 S ' 比 S 更粗糙)，若对于任何 
f €反，有5 € S , 使得 S C S '. 试证： 

• ⑴滤子基0比滤子基皮更精细，当且仅当由滤子基 S 生成的滤子比由滤 
子基 S ' 生成的滤子更精细. 

( ii ) 滤子基（或滤子）之间“更精细”的关系具有传 递性： 设滤子基氏比滤 
子基6 2 更精细，又滤子基 S 2 比滤子基6 3 更精细，则滤子基氏必比滤子基 
S 3 更精细， 

( iii ) 设是一个非空集合.给定了 £的点组成的一个点列 

tS : X\ ? X2 ， ... ， Xfc ，_..， 

构造 S 的点集构成的如下 集族： 

B : k € n |. 

M B 是个滤子基（称为对应于点列的滤子基). 

( iv ) 符号同 （ iii ). 又设 


: X fcl ， XA； 2 , …， 工 〜，… 

是点列5的子列，则对应于点列&的滤子基比对应于点列5的滤子基更精细. 

19•设 E 和 F 是两个集合，映射/ : E — F ， S 是£上的一个滤子基.试 
证： 以下集族 


m = { f ( S ) : SeB } 
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是 F 上的一个滤子基. 

20 . 设£；和 F 是两个集合，映射/ : S — F , 扠是 F 上的一个滤子基.试 


证: 


( i ) 以下集族 

r l (B / ) = {f-\s) ： seB , } 

是£上的一个滤子基，当且仅当泞中的集合都与 f ( E ) 相交： 

V5E^(5n/(£ ； )^0). 

( ii ) 若 B 是 E 上的滤子基，则/- 1 (網)= {/ - 1 _) : S € S } 也是£ 
上的滤子基，且 /^(/( B )) 比 S 更粗糙. 

21 .设£是个拓扑空间， B 是 E 上的一个滤子基， x 0 e 称为收敛于 

xo 的(或称6有极限 xo )， 若生成的滤子比仰的全体邻域构成的滤子（称为 
xo 的邻域滤子）更精细.这时,记做 HmB - xo . 试证： 

⑴ S 和皮是 E 上的两个滤子基，如€ 若 S 收敛于 xo , 且泞比 Z 3 更 

精细，则皮也收敛于 x 0 - 

( ii ) {瓜 ： a € /} 是£:上的一族滤子基，其中指标集了可能是有限集，也可 
能是无限集，仰€ E ， 对于每个 a e h 是^生成的滤子.若7 = 门及 

Oc€f 

且 Va e 印匕队=抑)，则= xo . 

注这个结果可以看做定理 3.6.1 ( Heine 定理）的 推广. 

( iii ) 若 五是个 Hausdorff 空间，设 S 是£上的一个有极限的滤子基，则它 
的极限是唯-•确定的. 

( iv ) 对于第15题 （ n ) 中的拓扑空间£上的点列 


工1，工2， • • • ， Tfc ， • • • 

和£上对应于这个点列的的滤子基： 

B = {{XkyXk+l , …} : fc € N }， 

试证：极限 lira Xfc 存在，当且仅当极限 lim B 存在.这时，有 

/c—>oc 

lim Xk — lim B. 

k—^oo 

注点列的极限概念是滤子基的极限概念的特例.所以，滤子基的极限概 
念是点列的极限概念的推广.度量空间的拓扑可用点列的极限刻画，因度量空间 
的子集合是闭的，当且仅当由这个子集合的点构成的收敛点列的极限都在这个 
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子集合中.但一般的拓扑空间的拓扑是无法用点列的极限刻画的，它必须用滤子 
基的极限才能刻画.请参看题 23. 

( v ) 给定了一个 R 上的有界闭区间 [ a ， b ]， 闭区间 [ n ，6] 上的一个分划 

C : a = Xo < XI < ••- < X n -1 < x n =b 

和在分划的每个小区间上选一个点 & G 这个选点组称为从 M 于上述 

分划的选点组，记做卜(6,…， 《 n ). 五 ={( C ,0} 表示所有 M 上的分划及 
从属于这个分划的选点组$形成的组对 ( C ，0 构成的集合.又给定了一个映射 
/ : [ a , 6] — > R , 对应于任何 ( C , i ) G E , 构筑 Riemann 和 

n 

尺 (/; c ，0 = 5^/⑹0^ - xi - i ). 

i=l 

对应于 E 的子集族 

| 5,5 = {( C ,^) : C 的小区间长度的最大者二 max (xi - Xi - i ) < 5} : (5 > 0 1, 

I Ki<n I 

有 R 上的子集族 

B = \ {7^(/; C，《）：max [xi — 一 i ) < <5} : <5 > 0 >. 

I i 彡 i 彡 n I 

试证： 

( a ) S 是个 R 上的滤 子基； 

( b ) / 在上可积的充分必要条件是滤子基 6 收敛,这时 

J fdx = lim S . 

注 Riemann 积分定义中的极限既不是数列的极限，也不是函数的极限.按 
第2〗题 （ v ) 的结果，它是滤子基极限概念的特例. 

22•设是个拓扑空间， S 是£上的一个滤子基， x 0 e xo 称为滤子基 
B 的一个聚点(或称极限点，有的文献也称它为接触点)，假若 

V 5 G SV : c 0 的邻域 {/(S H ^ 0). 

试证： 

⑴若; r 0 = limS ， 则 xo 是6的聚点. 

( ii ) 若五是个 Hausdorff 空间，而 S 是£；上的一个滤子基.假设 S 有极 
限，则它的接触点只有一个，这唯一的接触点就是6的极限. 
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( iii ) 给了两个滤子基氏和 B 2 ，若 


VAi € B1WA2 G B 2 { Ai n /4 2 / 0 )， 


则一定有比滤子基氏和 S 2 更精细的滤子基. 

( iv ) 拓扑空间 E 是紧空间，当且仅当 E 上的任一个滤子基 S 都至少有一 
个£上的比 S 更精细的收敛的滤子基. 

(提示：用 （ iii ) 和紧集的定义 •） 

注陈述上的任一个滤子基 S 都至少有一个£；上的比 S 更精细的收 
敛的滤子基”是 Bolzano - Weierstrass 性质的推广了的形式. 

( v ) 若£ 是个紧空间， B 是£ 上的一个滤子基.设 B 的聚点只有一个，则 
B 收敛于这唯一的一个聚点. 

23. 设£是个拓扑空间 ， S C 五 ，: ro €尽则 xo €瓦当且仅当有滤子基 

使得 

x 0 = limS ， 且 VG € B{G C 5). 

特别， SCE 是闭集，当且仅当满足条件 VG e S(G C S ) 的收敛的滤子基 S 的 
极限均属于 

24. 拓扑空间 X 称为道路连通的，若对于任何 x , y £ X , 有一个连续映射 
7 : [0,1] —► X , 使得7(。) = ：r 和 7(1) = 2/. 试证： 

( i ) 道路连通的拓扑空间必 连通； 

(提示：利用定理 7.8.1, 定理 7.8.2 和命题 7.8.2.) 

⑼设 


X = {( t , sin ( l / t )) € R 2 : ^ / 0} U {(0, t ) ER 2 ： |iK 1}, 

则 X 作为 R 2 的拓扑子空间是连通的. 

(提示：利用定理 7.8.1, 定理 7.8.2 和命题 7.8.3.) 

( iii ) 设 

X = {(^ sin ( l / t )) € R 2 ： ^ 0} U {(0， t ) € R 2 : | t | < 1}， 

则 X 作为 R 2 的拓扑子空间不是道路连通的. 

(提 示：试证： R 2 上的两个点（0，1)和 (0, 2/ it) 均在 X 上•但在 X 上无 

道路可以把它们连起来的.最后一步的推理要用到介值定理 .） 

25. 试证： R 的任何非空开集 G 是可数个或有限个两两互不相交的开区间 
I n 之并，且非空幵集 G 的这种分解是唯一的. 
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(提 示： 考虑 G 的连通成分 .） 

26. 集合 (7 C R d 称为凸集，假若 

Vx,y G CVA € [0, 1] (入 x -f (1 — Ay ) € . 

试证： 

( i ) 若 { C Q : a e A } 是个凸集族，则 fl c a 也是凸集. 

a^A 

( ii ) 设 S C R n ， 则集合 

K = I Ajxj : n G N,Xj E 5,0 < Aj ^ 1, ^ Aj = 1 1 

l j=i i=i J 

是凸集，且任何包含 S 的凸集 （7 必包含换言之，八是包含 S 的最小凸集. 
注 K 称为 S 的凸包，它是包含 S 的最小的凸集. 

( iii ) 凸集的闭包也是凸集. 若 K 为 S 的凸包，则 K 是包含 S 的最小的闭 
凸集. 

( iv ) R d 中的凸集是道路连通的，因而也是连通的. 

27. 所有 n 行 n 列的矩阵构成一个与 R n 2 同胚的有限维线性 空间. 假若 
在它上面定义算子范数 如下： 对于任何 n 行 n 列的矩阵乂， 

\\ A \\ = sup | v 4 x :， 

|x| = l 

上式右端的 n 维向量的范数 M 定义 如下： 


Vy = (yu-^Vn) e R n l|y| = 、 J . 

试证： 这个（算子）范数有以下 性质： 

||A + S||<P1| + |_; 

IMII = | c |.|| A ||； 

\\a\\ = o^a = o. 

注由题2,这个范数与所有 n 行 n 列的矩阵构成的（有限维）赋范线性 
空间的其他的范数等价. 

28. 所有 n 行 n 列的可逆矩阵构成 R n2 中的一个拓扑子空间 GL ( n ). 问: 
它是开的吗？它是闭的吗？它是连通的吗？ 
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(提 示： 映射 det : A ^ detA 是 GL { n ) R 的连续映射 .) 
29 .设 p G N ， 函数 / : [0,1] — R 是连续的. 试证： 

( i ) 对于任何 x ， V GC ， 以下恒等式 成立： 


[e y + (l-x)l p =£ 


e my ( l - x) p 


m 


(提 示： 用二项式定理 .） 

( ii ) 对于任何 xGR , 以下恒等式 成立: 


f( p U m a-) p 

— n \ m / 


(提示：用二项式定理 .） 

( iii ) 对于任何 : T > 0,以下恒等式成立: 


px 


E 


m 




m 


(提 示：对 ⑴的左右两边关于 y 求导，然后将 ?/ = lnx 代入 .) 
( iv ) 对于任何 x > 0,以下恒等式 成立： 


r 

px + p(p — l ) x 2 = ^ 


m 


x m (l — x ) 


p 一 


m 


(提示：在⑴的左右两边关于 y 二次求导，然后将 y = \ nx 代入 .) 
( v ) 关于/的 p 次 Bernstein 多项式定义为： 


B p [ f ]( x ) = / 


m 


x m (l — x ) 


二0 


m 


则/(4-片 p [/](4 = I + II ，其中 


E 


/⑷一 / 


m 


x m (l — x ) 


pxKp 3 / 4 


m 


n = E 

|m—px|>p 3 / 4 

(提示：用 ( ii ).) 

( vi ) 我们有以下 命题: 


/ ⑻ 一 / 


m 


x m (l — x ) 


m 
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Ve > 03 P € NVx € [0, l](p > P => | I | < e ). 


(提 示： 利用 / 在 [0, lj 上的一致连续性 .） 

( vii ) 假设我们有 M e R ， 使得 Vo : € [0, l ](|/( x )| 彡 M )， 则 


I II I < M 


V 


一 1/2 


2 


l 提示：利用由 ( ii ),( iii ),( iv ) 推得的以下不等式: 


p 3/2 E 

jm—px|>p 3/4 L 
P 


/( 工） 一 / 


^ 2 M ^ (m — px ) 


2 


0 



P 


m 


x 


( l - x ) 


T m (l — x ) 


2 Mpx(l — x ) ^ 


pM 


( viii ) 我们有以下极限等式 •• 


lim B p [f] = /( x ), 

p—^oo 

且以上极限在 [0， lj 上是一致收敛的. 

注这里给出了 Weierstrass 多项式逼近定理的又一个证明.这是个构造 
性证明，即 Bernstein 多项式可通过/具体地构造出来.这个证明属于乌克兰 
数学家 Bernstein , 他是概率论专家，证明的背景是概率论中的（关于二项分布 
的）大数定理. 

( ix ) Bernstein 多项式在 R 上有以下估计： 

VxE R ( 剛 ㈨ K M{\x\ + 11 - x\) p ). 

特别 ， sup \B p [f](x)\ ^ sup |/( x )|. 

30 .设 ( X , p ) 是一个完备度量空间， Z 是个拓扑空间.映射/ : X x Z — X 

是一个相对于 Z 中变元一致的，关于 X 中变元的压缩映射，即满足 条件： 

€ [0， l ) Vx，y € X^z € z [ p { f { x , z ) J { y , z )) ^ ap ( x , y )), 

又当 X 的变元: r 固定时，由映射 f : X x Z X 得到的映射 : Z — 
X, f x (z) 三 f(x 7 z) 是一个 Z 上的连续的映射. 试证： 

( i ) 对于任何2 e z , 有唯一的一个 《⑷ e x 使得办）= /( C ⑷， 2)( 满足 
这方程的称为带参变元2 的映射 f (； z ) 的不动点). 
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( ii ) ^( 2 ) 是连续依赖于 2 的. 

f 提示： 这是 Banach 不动点定理的加强形式.依赖于参数 2 的不动点 

存在性的证明和 Banach 不动点定理（定理 7.5.3) 的证明完全一样（用迭代法). 
给定了勿€ 我们要证明以下结论 ：“当 p ( z , z Q ) 充分小时，⑷， ^ 0 )) 小 
于预先给定的任意小的正数为了估计方便，我们让求不动点《(2)的迭代法的 
起点 x 0 ( z ) =以 20 )(注意：不动点 是唯一的，它与迭代法的起点的选择无 
关).由定理 7.5.3 的证明，有 


P^n-^p{z),Xn{z)^ < 


p [ xi ( z ), x 0 { z)^j 


让 n = 0 且 p — 00 ,注意到： f (^{ zo ), zo ) = ^( zo ) = X0 ⑷和 /( 《(之 o )， 之）= 

Xl ( 2 )， 有 


办0))=/9(办)，工0) 



P (/(€(2 O )，20，/(《(2 O )，2 O )) 



注可以利用这个 Banach 不动点定理的加强形式得到 Picard 关于常微 
分方程 Cauchy 问题的存在唯一定理的加强 形式： 除了解的（局部）存在唯一 
性外，还有以下两条 结论： 

(1) Cauchy 问题的解对初条件是连续依 赖的； 

(2) 若微分方程 ^ 

t = f ^) 

的右端连续地依赖于参数则解也连续地依赖于 2. 

31. 试证： 


⑴设 x 和 y 是两个拓扑空间 ， x x r 是它们的乘积空间.对于任何 
: rex ， 试证： 把 {x} X y 看成 x X y 的子空间，映射 


7 t 2 ： { x } x y -4 Y y n 2 ( x , y ) = y 

是同胚.又对于任何 y € Y , 试 证：入 x 以}作为 Xxy 的拓扑子空间，映射 

7T1 ： X X {?/} -4 x, 7Ti(x, y) = X 


是同胚. 

( ii ) 设 X 和7是两个连通拓扑空间 ， Vx e XWy e Y {{ x } xYuX x 
连通). 
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( iii ) 设 x 和 y 是两个连通拓扑空间，则 X X y 连通. 

32.设 X 是拓扑空间 . A C X 称为 X 中的处处不稠密集，假若 

V 非空开集 G C X 3 非空开集0 CGDA C . 


试问： 

⑴ Q 在 R 中处处不稠密否？ 

( ii ) R x {0} 在 R 2 中处处不稠密否？ 

( Hi ) {{ x ^ z ) € R 3 : rr 2 + 2 / 2 + / = 1 } 在 R 3 中处处不稠密否？ 

( iv ) u {( x , y , z ) e R 3 : a : 2 + y 2 + z 2 = n } 在！ I 3 中处处不稠密否？ 

n€N 

( v ) U { 0 ^， 2 )€ 11 3 : ： 1 ； 2 + 2 / 2 + 之 2 = 1/«}在11 3 中处处不稠密否? 

n€N 

( vi ) U {(： r ， y ， 4eR 3 1 2 + 2 / 2 + 2 2 = 7*}在11 3 中处处不稠密否? 

rGQ 

r>0 

( Vii ) 设 X 是非空的离散拓扑空间 ，: T € X ，{材在 X 中处处不稠密否？ 
( viii ) 若4 C 久是 X 中的处处不稠密集，7 是久 中的处处不稠密集否？ 
33.设 X 是拓扑 空间. 4 C X 称为 X 中的第一纲集、若有可数个 X 中的 
处处不稠密集 { M n : neN } 使得 

4 = U Mn- 

neN 

x 中的非第一纲集称为 x 中的第二纲集. 

注 x 中的第一纲集被认为是 x 屮极稀疏之集，或在久中所占 “ 分最” 
很小之集 • x 中的第二纲集被认为是 x 中极不稀疏之集，或在 x 中所占“份 
童”很大之集.在数学研究（例如在动力系统的研究）中，我们无法证明一个依 
赖于 ： r € X 的命题对于•一切 x 6 X 成立，但却能证明它对于某第二纲集中的 
一切: c 均成立,这时便认为该命题 “ 相当普遍地”成立了.不难看出， X 中的第 
一纲集的子集仍是 X 中的第一纲集.可数个第一纲集之并仍为第一纲集. 

试证： 

x ( i ) 设 X 是非空完备度量空间 ， fn (n = 1,2, • •.） 是 X 中的可数个闭集.若 

0 F n 的内核非空，则至少有一个 n 0 6 N ， 使得的内核非空. 

( ii ) 非空完备度量空间 X 是 X 中的第二纲集. 

( iii ) 设 X 是非空完备度量空间，则 X 的非空开集是第二纲集. 

( iv ) 设 X 是非空完备度量空间，则 X 的第一纲集的余集是 X 中的稠密集. 
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(提 示： ⑴是 Bake 纲定理的对偶叙述.试用以下程序证明之： ( i )=>(\ i )=> 

( iii )=>( iv ). ( ii )=^( iii ) 时把 X 换成那个非空开集的闭包，应细心些.值得指 
出的是：由 （ iv ) 可推出 Baire 纲定理 

( v ) Q 是 R 中的第一纲集. 

( vi ) R \ Q 是 R 中的第二纲集. 

34•⑴令 


x — 2 n ， 若 2 n 彡 x 彡 2 n + l ， n G Z , 

ao(x ) = < 

I 2 n + 2 — x ， 若 2 n + 1 < z < 2 n + 2 ， n € Z . 

称为标准锯齿函数. 试证： 是周期为 2 的连续函数，0 ^ do ^ 1 ,且构成 
<70的阁像的每根直线段的斜率为土 1; 

( ii ) (压缩）锯齿函数定义为 

试求出（压缩）锯齿函数的周期，上下确界和构成它的图像的每根直线段的 
斜率. 


( iii ) 设多是个逐段线性函数 ， e > 0,则有一个（压缩）锯齿函数 < 使得它 
的绝对值的 t 确界不大于^且构成它的图像的每根直线段的斜率的绝对值比 
构成4的图像的每根直线段的斜率的绝对值的极大值还大 1 /r 

( iv ) 试证：逐段线性函数在 C [ a , 6] 中 稠密； 

( v ) 令 


Rn 


f E C [ a y 6] : Vx G 


a ， b —- 


3 h > 0 


! /( 工 + h )- f ( x ) 


h 


> n 


和 


L n 


f G C : a , 6] : Vx G 


+ _ j 


3 h <0 


/(rc + / i ) - f { x ) 
h 


> 


试证： 和 k 在 C [ a , b ] 中稠密. 

(提示：利用 （ ii )，( iii ) 和 ( iv ).) 

( vi ) 试证： 和在 C [ a , 6] 中开. 

(提示 ：利用 [ a ，6 j 的紧性 •） 

( vii ) 试证： C [ a , b ]\ R n m C [ a , 6] \ L n ^ C [ a , 6] 中处处不稠密. 
(提示 ：利用 （ v ) 和 ( vi ).) 
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( viii ) 设/ G 在 [ a ， b ) 上至少有一点处右可微， 试证： 

/e U{CM\i? n } ; 

n€N 

设 / e 在 [ a , 6) 上至少有一点处左可微， 试证： 

/€ | J { C [ a ? 6]\ L n }. 

n€N 

( ix ) C [ a , b ] 中在闭区间 [ a ,6] 上处处不可微的函数全体是第二纲集，特别， 
在闭区间 [ a , 6] 上处处不可微的函数存在. 

(提示：利用 （ vii ) 和 ( viii ).) 

注本题 （ ix ) 的结论比 §5.8 第16题的结果要强. 

35. 设 F C R n 是闭集，其中 n > 1, 乂设 F 至少有一个内点 x e F 。， 则 
或 F = R ' 或 F 的边界至少有无穷多个点. 

(提 示： 若 F # R 71 ， 任选 y e 则 x 与 y 的连线上至少有一个属于 F 
的边界点 

36. ( i ) 设 S 是拓扑空间 X 的一组基.拓扑空间 X 是紧空间的充分必要条 
件 是：由 B 中元素组成的 X 的覆盖必有有限子覆盖. 

( ii ) 设 X 和 K 是两个紧空间， Xxy 是它们的乘积空间， 试证 ： X x y 是 
紧空间. 

( 提示： 设 { G Q : a €坍是入 x Y 的一组开覆盖，则对于任何 x G X , 

{ a :} x y 与 Y 同胚（参看31题⑴)，必有 { G q ： a € ^1} 的盖住 { z } x y 的有 
限子 覆盖： 

Gxir ^Gxn x - 

可以证明 ：有: T 的开邻域 [4, 使得 

U x xY c\J G xj . 

j=i 

由 x c U R 及 x 的紧性，便可达到最后目的 

xex ) 

37. 试将定理 7.5.4( Picard 关于常微分方程 Cauchy 问题的存在唯一定理) 
推广到常微分方程 组去： 

设 G 是 R n +1 中的开集 ， f : G — IT 是 G 上的有界连续实值函数： （ x ， y ) ^ 
f ( x , y ), 且满足关于第二变量的 Lipschitz 条件： 有常数 MGR 使得 

V ( x , yi ),( x , y 2 ) 6 G (| f ( x ? yi )- f ( x ， y 2 )| ( iW|yi - y 2 |, 
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则对于任何 ( x 0 , yo ) € G , 有某个（依赖于 G , f 和 ( r 0 , yo ) 的)正的常数5,使 


得微分方程 
满足初（值）条件 


S = f(x ， y) 


y ( x 0 ) = y 0 


的解 y = y ( x ) 在区间 / = [xo - 5, x 0 + S ) t 存在 R 唯一. 

38. 试证： 任给 5 > 0, R n 中的任何开集是至多可数个两两不相交的，直径 
小于5的，左开右闭的立方块之并. 

39. 设函数 /:R — R . 试证： 

( i ) 对于任何 x e R ， 记 


/i ( x ) = sup inf f ( y ), / 2 ( x ) = inf sup f { y ), 

e>0 e >° \y-x]<e 

贝 1 J fl { x ) ^ h { x )、 且 / 在: T 处连续的充分必要条件是 fl { x ) = f 2( X )〜 

( ii ) 又记 


Cn = {x eR: / 2 ( x ) - fi(x) < 1/ n }， 

则 Gn 是开集，且 / 在: T 处连续的充分必要条件是 XG n Gn ； 

n=l 

( iii ) 若函数 / : R - R 在一个稠密集上连续，则 Gn 是稠密开集，而 Gf 是 
处处不稠密集，因而 G Gf 是第一纲集，而^ 是第二 纲集； 

n=l n=l 

( iv ) 不存在这样的函数/ ： R - R , 它在有理点连续，而在无理点间断. 

40.设/是闭区间^ 6] 上无穷次可微的实值函数，其屮 ci < 6,且满足条 
件： 

Wx € ja , b ] 3n 6 NVm 彡 n (/ ( m ) ( x ) = 0). 

注 本题的目的是 证明： 满足上述条件/在闭区间 [ a , 6] 上 等于一个多项 
式.分以下儿步完成此一任务. 

⑴对于任何 n € N ， 记 

V n = {x e [ a , 6] : Vm ^ n (/ ( m ) ( x ) — 0)}. 

试证： 对于每个 n € N , 在卜 ,6] 中闭，且至少有一个 n 0 € N , 使得在 
[ a , 6] 中非处处不稠密.因而， K 。 至少包含有一个的开的子区间，在这个 
开的子区间上/是个 no - 1次多项式. 
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⑻记 

G = {x £ ( a , b ) : 3 e x > 0(/ 在开区间 ( a ; — e ； c，:r 一 g ) 上是个多项式) }• 
试证： G 是 R 上的开集. 

( iii ) 记 G = UA ，其中 {4 ： a € A ) 是有限个或可数个两两不相交的开区 

a 

间（参看25题). 试证： /在每个开区间八上是多项式.而对 T 任何满足条件 
J D I a 且 J 爹 I a 的开区间《/ C ( a , 6 )， f 在 J 上不町 能是多项式； 

(提 示：注 意以下事实，若有两个 开区间 A 和使得 h n J 2 一 0， 且 

Vx 6 = pi ( x )) (i = 1,2), 

其中 pi 和 P2 是两个多项式，则 Pl = P2 .) 

注假若我们能证明 G = ( a ,6),/ 在闭区间 [ a ,6] 上等于一个多项式的结 
论便得到了.下面我们用反证法达到此一 S 的. 

( iv ) 假设 [ a ,6]\ G ^0. 试证： 至少有一个 n 0 € N ， 使得 K ao 0([ a , 6]\ G ) 在 

M \ G 中非处处不稠密.换言之，至少有一个开区间 J ， 使得 Jn ([ a ,6]\ G)C 
Vn 0 n ([ a , 6] \ G ) 且 J n ([ a , b )\ G )^ 0. 

(提 示： [ a ,6 j \ G 作为 R 的度童子空间，是完备的，故是自身的第二纲集 .） 

( v ) 试证： M ) \ G 既无孤立点,又无内点. 

(提示：利用 （ iii ) 的提示及 （ iv ) 的结论 .) 

( vi ) 试证 ： （[ a ， b ]\ G ) nV no ^ [ a ,6] \ G 中闭. 

( vii ) 假设 （ cz ，6) \ G # 0，则分解 G = \ JI q 中至少有一个 / Q = ( u ， t ;)， 它 

a 

具有如下性质： /a = ( u , v ) 的两个端点屮至少有一个不是 ( a ,6) 的端点，且这个 
不是 ( a , b ) 端点的 / a = { u y v ) 的端点属于•/，其中 J 是 （ iv ) 中所述之开区间. 

( viii ) 设/在 b ,9] 上是个多项式，其中 p < (?，且/在的某点处的阶 
数大于等于 A : 的导数皆为零. 试证： /在上是一个次数不大于 A :- 1 的多 
项式. 

(提 示： 利用多项式的 Taylor 展开 .） 

( ix ) 假设 （ a , 6) \ G # 0•由 （ iv )， 至少有一个 n 0 G N 和一个开区间 J ， 使 
得 ./ n ([ a , b ]\ G ) cV no H ([ M ] \ G ) 且 J 门 （[ a , 6] \ G ) # 0. 今设 = ( u ， 公) 
是 G 的一个连通成分，它的两个端点屮至少有一个不是 ( a ,6) 的端点，且这个 
不是 ( a y b ) 端点的 / a 二 ( u , v ) 的端点属于 J (( vii ) 保证了这样的 G 的连通成分 
la = ( W , V ) 的存在 •)， 试证: { u , v ) C V no . 
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(提示：利用 ( viii ).) 

( x ) 假设 （ a ， b )\ G^t 开区间 J 如 （ iv ) 中所述，它使得 J H ([ a , b ]\ G)C 
V no D ([ a , b ]\ G ) Jfl ([ a , b ]\ G )^ 0. 试证 ： J n [ a ， fc ] C Vn 0 . 

(提示 ：利用 （ ix ) 的结论，以反证法证之 .） 

( xi ) 试证 ： G = ( a , 6). 因而，/在 Mj 上是个多项式. 

+ §7.10 补充教材： Urysohn 引理 


我们愿意重述一下正规拓扑空间的定义 

定义 7.10.1 拓扑空间X称为正规拓扑空间，若对于X的任何两个互 
不相交的闭集 M 和 F 2 , 有两个互不相交的开集 Gi 和 G 2 , 使得 h c Gi 和 

■ F *2 c C ?2. 

命题 7.10.1 紧的 HausdorfF 拓扑空间久必是正 规的. 

证设 K 和 F 2 是X的两个互不相交的闭集.因X是紧的 Hausdorff 拓 
扑空间，故 R 和 R 是紧集.对于任何 x € 和 y € F 2 , 因久是 Hausdorff 
拓扑空间，有幵集 G ^， y ) 和 0^， y) ，使得 

怎 G C(x,y)? V ^ G(z ， y )， 且 ^(x ， v) ^ = 

因巧是紧集，有有限个点的 € F 2 (i = 1 ， … ， n )， 使得 

n 

■F 2 C U 0( ； c ， yj. 

i=i 

记 n n 

G z = 门 G ( XtVi )， Ox = [J 0^ XtVi ). 

都是开集，且 1-1 1 


xeG x , :且 G x no x = 0. 

H Fi 也是紧集，有有限个点 A € M (j = 1， •..， m )， 使得 

m 

Fi c U 


记 



易见， G 和 O 都是开集，且 



Fi CG, f 2 c o 且 G n O = 0. 


□ 
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定理 7.10.1 ( Urysohn 引理）设 X 是个正规拓扑空间， A 和丑是 X 的 
两个互不相交的闭集，则有连续函数/ : X — [0,1]，使得 


/(x) = 



当 a : €4时， 
当: r € B 时. 


证若 Z 与 B 中有一个为空集合，定理显然成立.今设4 # 0 # S . 
设 f 是 [0,1] 上的二进位的有 理数： 


m 



m = 0, l , …， 2 n , 


n = 0,1，… • 


对于每个二进位有理数 （， 可以构造一个开集 Ot ， 使得开集族 { O t } 满足以下条 
件： 

Oo D A, Oi = _B c ，且 Vr < t(p T C (7.10.1) 

构造的程序如 下：因 X 正规，有开集 O 0 , 使得 A C Oo C Qd C 

对于 n = 0 和 m = 0,我们选 Oo .对于 n = 0 和 m = 1, 我们选 Oi = S c . 

对于 n = 1 和 m = 0,1,2,我们要选 O 0 , Oi / 2 , Oi . O 0 , Oi 己选定.由于 
久正规，有一个0 1/2 ，使得 


Oo C Oi /2 C 0\J2 C Oi. 

同理，对于 n = 2 和 m = 0,1，2, 3, 4,我们可以选得 O m/4 ， m = 0,1， 2, 3,4, 
使得 _ 

Oo C 0\/4 C 0\/4 c 0\/2 c Oi /2 C O 3/4 C O 3/4 C Oi. 

归纳地，我们可以对任何二进位有理数选定一个开集 Oh 使得 (7.10.1) 
得到满足. 


构筑了满足 (7.10.1) 的开集族 {O t } 后，我们在X上定义函数/ 如下: 



当 ： r € B 时， 
当 a : e 时. 


显然，如此定义的/满足 条件： V:r € >l(/(x) = 0)， Vx e B ^ f ( x ) = lV 
又对于任何 s e ( 0 , 1 ], 有 

{x e x ： /(x) < s} = (J o t 

二进位有理数 


和 


{ x^X : f ( x ) ^ 5 } = p | Ot = 门 Ot , 

二进位有理数二进位有理数 
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所以， {xex ： f ( x ) < 5 } 是开集而 { xGX : f ( x ) ^ s } 是闭集 • 由此，任何开 
区间/ = ( 51 , 52 ) 在映射/下的原像厂 1 ⑺是开集，/连续. □ 

进一步阅读的参考文献 

本章只介绍分析中常用的点集拓扑的知识.以下的文献中的关于拓扑的章 
节可以参考. • 

[1] 的第三章的第 2,3,4 节介绍了点集拓扑的基本概念.第五章的第 4 节 
介绍了 Stone-Weierstrass 逼近定理及其应用. 

[5] 是一本关于点集拓扑的经典著作，虽然老了一些，但经常被 引到. 特别， 
关于滤子及滤子基有详细介绍. 

[6] 的第六章介绍了点集拓扑的基本概念.第七章的第6节介绍了 Stone - 
Weierstrass 逼近定理及其应用. 

[8] 的第一章较详细地介绍了点集拓扑的基本概念. 

[10] 的第一章介绍了欧氏空间上的点集拓扑. 

[13] 的第二卷的第二章介绍了欧氏空间上的点集拓扑. 

[15] 的第十九章扼要地介绍了点集拓扑的基本概念. 

[17] 的第七章简略地介绍了点集拓扑的基本概念. 

[22] 的第十二章较详细地介绍了点集拓扑的基本概念. 

[23] 的第二章较详细地介绍了点集拓扑的基本概念. 

[25] 的第九章较详细地介绍了点集拓扑的基本概念. 


第 8 章多元微分学 

§8.1 微分和导数 


由§ 7 .9第 2 题， W 上任两个范数所产生的拓扑是完全一样的.在 

以后的讨论中，除非有相反的申明， R / 1 总被看成是一个赋范线性空间. 

Rn 上的范数可以理解成任何一个范数，记做 | • | R 〜 有时简记做 | . I . 

在具体的问题中，我们常常挑选一个最便于对该问题进行计算操作的 

范数.若未作具体的申明，我们常把 | . | 理解成 n 维欧氏空间中的向 
量长度. 

定义 8 . 1.1 设 [/ c R n ， p 是 f / 的一个内点，映射 {: U R m . 


f 称为在点 peu 处可微的， 假若有一个线性映射£ : — 

^ ! 

h 于 0 jhj^ p + h ) - f (P) - ih] = 0. 

若 f 在 t / 的每一点处可微，则 f 称为在 [/ 上是可微的 . 


R m ，使 
( 8 . 1 . 1 ) 


注1线性映射 L : R - -> R - 是满足以下条件的 IT — R / n 的 
映射 •• 


Va， 6 € RVu, v e R n (L(au + 6v) = aL(u) + bL { v )). 

线性映射 1: R ri — R /^ 作用在向量 V 上的结果记做 Iv ， 有时也记做 

厶 (v). 

注 2 以上定义中的线性映射 L 假若存在，它是唯一确定的.事 
实上，若有 M 和 L 2 同时满足方程（8.1.1)，则有 


h^oj^ (Llh ~ L2h ) 


= 0 . 


将 h = Ak 代入上式，其中 k 是任何非零向量 ， A > 0. 让 A — 0，匕式 
变成 


j^|(Lik- L 2 k) = 0. 
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Vk ^ O ( Lik - L 2 k = 0). 

因此 Li =心2. 

定义 8.1.2 假若映射 f:U — R m 在点 peU 处可微，则 （8.1.1) 
中唯一确定的线性映射 I 称为映射 f 在点 p e U 处的微分，记做 
df p . 线性映射 df p 相对于 R " 和 IT " 的标准基的矩阵称为映射 f 在 
点 p e [/ 处的导数，记做 f '( p ). 

注1设 R n 的一组基是由向量组 { ei 1 e 2 r -^ n } 组成的，又设 
R m 的一组基是由向量组 { fi , f 2 ,--, fm } 组成的，而线性映射 L 由下 
式确定： 

m 

Lejf = > : cij fi , j = 1,2, • • •, 7i. 


若 


W V w w ^ 

u j ej 和 v = 


则 


n 


Ln — Lej = 


771/71 \ 

E ( E a > J j 


u 


线性映射 L 相对于 R " 和 IT 1 的标准基的矩阵是 




1 a 2 

I al 


2 




{ e l ， e 2, 


} 称为 Rn 的标准基，假若写成行 向量， 


e) = (^lj j ^2j > * * * j ^nj ) (J = 1 ， 2, ... ， n )， 

列向量便是上式的转置. 

注2文献中关于微分和导数的名称和记法并不统一.有人把 dfp 
称为点 P 处的导数，或 Frechet 导数，并记做 Df ， 或 f • 这与本讲义 
的 r ( p ) 不同.有时，本讲义的 f ( P ) 称为 f 在点 P 处的 Jacobi 矩 
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阵， 它的行列式称为 f 在点 p 处的 Jacobi 行列式， 记做 J f (p). 在 

线性代数中，当线性映射的定义域空间及值域空间中都给定了一组基 

向量后，这个线性映射与关于这对基向量组的它的矩阵之间有 一一 对 

应，因而，当线性映射的定义域空间及值域空间中都给定了一组基向 

量后，线性映射与对应的矩阵常常不加区分.在这个意义下，微分和导 

数在一对标准基向量组确定后也可以不加区分.通常，若不作相反的 

申明，我们总是把 R 71 和 IT 1 中的标准基当作基向量组.所以，微分 

和导数常常可以不加 区分. 因此，很多文献中（请参看本讲义的 §8.9) 

只有导数概念而不谈微分，或只有微分概念而不谈导数.在本讲义关 

于有限维空间上的微分学中，微分是个线性映射，导数便是微分所对 

应的（相对于一对标准基的） 矩阵. 这样的称谓也许与一元情形比较 
接近. 

注 3 有时映射 f : t / R m 的定义域并非 R n 中的开集.将 
来我们会讨论很一般的 情形. 在本章中，我们只讨论以下两个推广了 
的情形. 

(1) [/是 R " 的某线性子空间的开集.这时 E 将线性地并保持 
范数不变地与某个 Rfc 同构因此映射 {: u 的微分 df p 完全 

和以前一样定义.它是满足以下关系式的唯一的线性 映射： 


j^j[f(p + h)-f(p) 


dfph] = 0- 


(8丄1)， 


应注意的是，我们这里强调 h €五，故 df p 是 E 到 R m 的线性映射. 

(2) C / 是 R " 的某仿射子空间 E = a + F 的开集，其中 F 是 R " 
的某线性子 空间. 这时，映射 f : 的微分 df p 定义为满足以下 

关系式的唯一的线性 映射： 

7^7 [f(p + h) - f(p) - dfph] = 0. (8.1.1)" 

h€F 丨 I 

故 df p 是 F 到 IT" 的线性映射. 

例 8.1.1 设 f 是仿射 变换： 



f(p) = c + Lp, 

其中 c G Rm 是常向量， L 是 R " — R " 1 的线性映射，则 
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Hin [f(p + h) - f (p) - Lh] = Uni^ |^[ L (P + h) - L{p) - Lh] = 0 . 

故 df p = L. 

特另 ll ， 我们常用 x : x h x 表示 R n 到自身的恒等映射，则 ^ x p = 
dx = /，其中了表示 R n 到自身的恒等映射，这时 dx p 不依赖于 p ， 故 

常把足标 P 省略了 • 我们又常用巧 ： x h 巧表示 R n 到 R 的（第 J 
个）坐标映射，则 dx〆 也常把足标 P 省略）表示如下的 R " — R 的线 
性映射（到第 j 分量的投影映射 h 



(参看 §8.8 第 I 5 题 •） 

注 1 当 m = n = 1 时，仿射变换是 /(4 = c + ax . 它的微分是 

线性映射 ：: r ^似.通常，数 a 可以看做这个线性映射（在两组标准基 

下）的（一行一列的）矩阵.这和一元（仿射）函数的导数等于一个（不 

依赖于 : r 的）数 a 相吻合 • 但在高维情形，仿射变换的微分是个（不依 

赖于 p 的）线性映射，导数则是个（不依赖于 P 的）矩阵. 

注 2 若 f : R n 〕 D — R m 是个一般的区域（区域指的是连 

通开集 ) D 上的可微映射 • 应注意的是 df 是 D — £( R n , R m ) 的映射 
p ^ df p = L p ， 即当 p 固定时， f P = 是个线性映射，但这个线性映 

射随着 P 变化而变化.应注意的是这个线性映射相对于 P 的依赖关 
系通常是非线性的. 

例 8 . 1 . 2 设 Q 是 R " 上的（实）二次型： 

bn ^12 …办 In 

621 ^22 …办 2n 

Q(x) = xBx t = [xi，• - ,x n ] • • • 

• • • 

« • • 

bnl b n 2 ••• b nn 



其中（实）矩阵 


bn b \2 … bln 
621 ^22 … ^2 71 
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是对称矩阵.换言之， Vi ， je { l ， …， n} (心= 6>).这时, 


Q(x) = ^2 h 33 X ) + b ^i^k- 


i<k 


由此 


Q(x + h) = Q(x) + 2(xi,---,x n ) 


bn b \2 

621 622 


b]_n 

^ 2n 


hi 

九 2 


及 nl &n2 


bnn 


hn 


+ (/ ll ， …，/ l n ) 


bu b \2 

办 21 &22 


^ 2n 


h \ 

^2 


bnl b n f 2 


因 


(/ ll ， …， / l n ) 


^li k 
办 21 ^22 


^ln 
& 2n 


bnn 


hi 

九 2 


"n 


o (| hi ) 


bnl b n 2 


bnn 


故 Q 在 x 的微分是 


dQ x — 2xB. 


确切些说，对于任何（行）向量 h 6 R ' 

dQyh = 2 xJ 3 h T 

而 Q 在 x 的导数是以下的一行 n 列 矩阵: 


hji 


Q’(x) = 2(xi ， … ， x n ) 


611 612 • • • b 

bo\ 622 • • • b, 


2n 


bnl b n 2 


bnn 


8 章多元微分学 

注在一元微分学中有公式： （6 a ; 2 )' = 26 a :. 例 8.1.2 恰是这个公 
式的推广.应注意的是, n 阶矩阵的乘法不满足交换律，所以因子的左 
和右至关重要. 

例 8.1.3 设 M n 表示 n 行 n 列的（实）矩阵全体组成的 n 2 维线 
性空间 R " 2 . 它上面有多种范数能使它成为赋范线性空间.由 §7.9 第 
2题，这些范数诱导出的拓扑是同一个拓扑.下面的范数也许是最常用 
的范数（称为 算子范 数)： 

Pll = sup \ Ax \, 

|x|=l 

■ 1 1/2 

其中 M = E \ v k \ 2 是 Euclid 空间 R / 1 中的范数•由 §7.9 第 27 

L A;=l J 

题，这个算子范数有以下性质： 

\\A + B \\ ^ \\ A \\ + \\ B \\; 

II^SIK piMIBii ； 


1011 = o >1 = 0. 


其中前两个和最后一个性质是一般范数所共有的，但第三个性质是一 
般范数未必有，而算子范数是具有的.好在它所诱导出的拓扑与其他 
范数所诱导出的拓扑一致 （§7.9 第2题)，对于求极限（包括求导数）来 
说，用任何范数得到的结果都是一样的.因此，除非作出相反的申明, 
我们以后关于算子用的范数总是算子范数. 

M n — M n 的指数映射 exp 定义 如下： 



不难看出，上式右端的矩阵级数在 M n 中收敛. 
为了求 rfexpAU =0 , 我们注意到 



§8.1 微分和导数 97 


故 ( 1 gxi > A \ a=o = / = expO . 
今设乂 / 0. 注意到 


n 


( A + H) n = A n + T A n - k HA k ~ l + a n ( A , H ), 


k 


其中 a n ( A , H ) 满足以下关 系：当 < | M || 时， 


|K(^i/)|[<||i/||2p||n-2^ 


n 


2 


< \\ H \\ 2 \\ A \\ n - 2 2 n = 4| 问| 2 (2||4||广- 2 


因此 


1 9 V 

exp (4 + i /) = exp ^ + J ^ — V A n ^ k HA k ^ x + p ( A , H ), 

m T\t% 

n=l Ar=l 

其中 

11列乂，丑 ) IK 4|| i /[| 2 exp (2||^||) = o (||/ f ||). 

故 

d ^ V A { H ) = ^^[E (8.1.2) 

n=l • k—1 

特别，当 4 与丑 可交 换时：乂丑 = 有 

°° 1 n °c 1 n 

dexp A ( H ) = 

n=l . A:=l n =l n * k^l 

^ 1 ^ An 

= [ ^ ZTiy An ^ H = E ^ r i/ = exp (乂） • / f . (8.1.3) 

n =l V ’ n=0 

同学们一定发现它和一元微分学中的公式 de ：r = 之间的相似之 

处.应注意 的是 ： n > 1时， n 行 n 列的矩阵的乘法一般不满足交换律， 
它的微分的表达形式（8.1. 2 )要比 （8.1.3) 复杂些. ’ 

以下命题的证明很简单，请同学自行 完成. 

命题 8.1.1 若 f 和 g 在点 p 处可微，则 f + g 在点 p 处可微， 

且邶+ g) P = df P + dg p ; 若 f 在点 P 处可微， c 是个常数，则 rf 在点 

P 处可微，且 rf ( cf) p = cdf p . 
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命题 8.1.2 设 C / C R n 是开集，映射 f = (/ l ,***,/ m ) T ： U 


—> 


R m ( R m 中的向量写成列向量)，则 f 在点 p 处可微，当且仅当对于每 
个在点 p 处可微•这时 

dfp ( h ) = (( d/i ) p ( h )， …， ( d / m ) p ( h )) T , 

或它的矩阵（导数）用分块矩阵来 表示： 


f ，( P ) 


/ {( P ) 
月 ( P ) 


/ m ( P ) 


其中每个 //( p ) 表示一个 n 维行向量，即一个一行 n 列矩阵 


证易见，对于任意的 


a = 


( ai ， a 2, …， a m ) € R m ，有 


max \aj\ ^ [a| < V] \aj\, 


其中! a | 表示向量 a 的欧几里得长度.由此，向量的极限的任何命题等 
价于向量的每个分量的 命题. 而求导实际上是一个特殊的求极限_ 口 

命题 8.1.3 设映射 f 在点 P 处可微 , C > lldf p ||， 则 

3(5 > OVh G B (0,5)(| f(p + h ) — f ( p )| ^ C | h |). 


特别, f 在点 p 处连续 • 

证令 

£ = c-|Mf P || >o. 

因 f 在 p 点处可微， 

36 > 0(|h| < S |f(p + h) - f(p) - df p h| 彡 ^|h|), 


故 

| f(p + h ) - f ( p)K | df P h | + e | h | < || df p ||| h |+ e | h | = C \ h \. □ 

命题 8.1.4 设映射 / : C/ — R 在点 P e t/ 处可微,其中 t/ C R n 
是开集.若 / 在点 P 处达到局部极大或局部极小，则 d /p = 0 . 
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注/在点 p 处达到局部极大意味着有一个点 p 的邻域 VCU 

使得 

/( P ) = sup /( x ). 

XGV 

/在点 P 处达到局部极小的定义可相仿地给出. 

证不妨设/在点 p 处达到局部极大，换言之，有 J > 0,使得 

Vq G C/(|q - p| < J => /(q) ^ /(p)). 

又由 / 在点 p 处的可微性，有 

0彡 /(P + h ) - /( p ) = df p h + r ( h ), 

其中 r ( h ) 是比 h 更高阶的无 穷小： 


|h| 


=> r ( h )/| h | 


对于任何 veR n 和充分小的 i > 0,让 h = fv 代入上式，有 


0彡 tdf p v + r ( tv )， 


换言之， 


df p y ^ - r ( tv )/ t . 


让 f — 0,得到 


df p y ^ 0 - 


以上不等式对一切 v € R n 成立.把 v 换成- v ， 便有 


故 


df p y ^ 0. 


所以 


dfpV = 0 . 

df p = 0. 


/在点 p 处达到局部极小时，把/换成 - /，便得上述结论， 口 

定理 8 . 1 . 1 ( 锁链法则） 设 [/ c R n 和 K c R m ， [/和 V 分别是 
R n 和 R m 中的开集映射 f . U — 和 gl — Rfc 且 f ([/) C V ".又 

设 f 在点 p 处可微 , q = f ( p ), g 在点 q 处可微，则 gof 在点 p 处可微， 
且 d ( s ° f)p = dg q odfp . 用导数的语言表示，有 （ g 0 fy ( p ) = g ^ qjf ^ p ). 
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证 因 f 和 g 分别在 P 和 q = f ( P ) 处可微，故 P 和 q 分别是 f / 
和 v 的内点，因而， p 是 gof 的定义域 unr l ( V ) 的内点.对于范数 

充分小的 h 和 k , 令 


r f ( h ) = f(p + h ) _ f ( p ) — df p h ， 


r g ( k ) = g(q + k ) - g ( q ) - dg q k . 


由可微性的定义，有 


Um o r f ( h )/| h | 

鰓 r g ( k)/|kl 




0 , 

0 . 


让上式中的 k 取以下的值 


k = k ( h )= f(p + h )- f ( p )， 


注意到 

q = f(p )， 

当 pec / 和 p + hec / 时，我们有 
(go f)(p + h) - (g O f)(p) = g(q + k) - g ( q ) = rfg q k + r g (k) 

=dgq(f(p + h) - f(p)) + r g (k) = dgq(df p h + rf(h)) + r g (k) 

=dgq(dfph) + dgq(rf (h)) + r g (k). 


另一方面， 


|dgq(rf(h))+r g (k)| , n |r f (h)| 

\h\ " llgql1 |h| 


r g( k )l l k l 

|k| |h| 




IMgqll 


| rr ( h )| , | r g ( k )|| f(p + h )- f ( p )| 


|h 


|k| 


h 


由公式(8丄1)，，当 | h | 充分小时， | f(p + h ) - f ( p )|/| h | = | rff p ( h /| h |) + 
o ( l )| 有界. 特别，当 | h | — 0时， | k | = | f(p + h ) - f ( p )| — 0. 因此，当 

| h| — 0 时.和均趋 于零. 所以，当 |h| — 0 时，上式右 
1 ■ |h| |k| 

端是 o(|h|) •等式 d(g O f) p = dgq 0 dfp 成立.证毕. 口 
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定义 8 .2.1 设 a , b ^ R n ，记 


[a ， b] = {xeR n :3Ae[0, l](x = Aa+(1~ 入 ) b )}， 

它被称为 连接点 a 和点 b 的直线段 .集合 EcR n 称为 凸集合 ，假若 


Va,b e ^([^ b ] c E ). 

定理 S . 2 . l ( 中值定理） 设五 c R / 1 是 R n 的开集，若映射/ : 

E — R 在 E 的每一点处都可微，则对于任何 [ a , b ] (:五 ，有 c e [ a ， b ] 
使得 


证令 


有 


/( b ) - /( a ) = df c (b 一 a ) = ,( c)(b - a ). 

( f >{ t ) — tb + (1 — i ) a , 


[a，bj = {0(t) : t e [0,1]}. 

易见 ， # ⑷ =b - a (右端看做行向量，即一行 n 列矩阵).令 


3 = / 0 0 : [0,1] R. 
由定理 8 .1.1， S 在[0，1]上可微，且 


^ 9 t = dft ^ odcf ^、 等价地，分’⑴=/’(0 ⑷ )(b — a ). 
按一元数值函数的中值定理，有 c € (0,1), 使得 

9(c) = g(l)-g(0). 

记 c = 注意到 0(1) = b , 0(0) = a , 便有 


/( b ) — /( a ) = /'( c)(b — a ). □ 

注应该注意的是，对于向量值函数，如上形式的中值定理（定理 
8 .2.1) 并不存在.这可以由下面的例子说明. 

例 8.2.1 设 f : [0, 2tt] ^ R 3 定 义为： 对于任何 t e [0,2 tt], 


f(t) = (cos ^ sin 
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易见 

i f ( t ) = (― sin cost, 1). 

对于任何 i € (0,2tt), f f { t ) 的第一和第二分量不可能同时为零，但 
f(2?r) - f(0) = (0,0,2 tt), 所以,对于任何 f € (0,2tt), 

f(2;r) - f(0) ⑷ .27t. 

以下的推论很容易证明，留给同学自行完成. 

推论 8.2.1( 数值多元函数的有限增量定理） 设 C / C R n 是凸的 

开集，映射/ : [/ — R 在 C / 上可微，且 || d / P || < M 对于一切点 peU 
成立，则 

Va , b eU (|/( b ) - /( a )| < M|b - a |). 

以下是上述推论在向量值函数情形的推广. 

推论 8.2.2 (向量值多元函数的有限增量定理） 设 C R / 1 是 

凸的开集，映射 f : C 7 — R m 在上可微，且 \\ df p \\ < M 对于一切点 
peu 成立，则 


Va,bE t /(| f ( b ) - f ( a )| 彡 M|b - a |). 

证若 f ( b ) - f ( a ) = 0,结论当然成立.以下讨论中总是假设 
f ( b ) - f ( a ) ^ 0. 在 R m 中任取一个单位向量 u ,| u | = 1，映射0 : 
R m — R 定义 如下： 


0 (t) = U • t. 

易见，路 = 也 或等价地， #( t ) = u (看做一行 m 列矩阵).由此， 
|| 你 || = | u | = L 令 5 = 0 o f . 由锁链法则， dg p = d 0 f ( p ) o df p . 因此 

II^Spll ^ ll^0f(p)ll * IMfpll = IMfpll < a/. 

利用推论 8.2.1， 有 

Vu€ R rn (|u| = 1 =>|u • (f(b) - f(a))| = \g(b) - 5 (a)| < M|b — a|). 

选单位向量 u = (f(b) - f(a))/|f(b) - f(a) ， 便有 u • (f(b) - f(a)) = 
|f(b)-f(a)|. 推论 得证. 口 


§8.3 方向导数和偏导数 103 


注利用定理5.9.3,我们可以得到比推论 8.2.2 更加好的（条件 
更弱，结论不变的）向量值多元函数的有限增量定理.但对于本讲义以 
后的讨论来说，推论 8 . 2.2 已经足够,所以我们不去讨论那个更加好的 
向量值多元函数的有限增量定理了. 

推论 8.2.3 设 {/ C IT 1 是连通开集，映射 f : — IT 1 在[/上 

可微，且 df p = 0对于一切点 p € t / 成立，则 

3 c ^ R m Vxe U { f { x ) = c ). 

证选一个点 c € f ( C 7), 则集合 

5 = {x G (7 : f ( x ) = c } ^ 0. 

作为闭集 { c } 关于映射 f 的原像 ， S = f ^ Qc }) 是 （ C 7 的相对拓扑 
的）闭集.设 a € S , a 有凸的开邻域（例如，以 a 为球心，半径充分 
小的开球 )V CU . 因 df p = 0对于一切点 p 6 1/成立，由推论8.2.2, 
VxG F (| f ( x ) - f ⑷ | < 0 • |b - a ! = 0)，故 Vx e V ( f ( x ) = c ). ^ VcS , 
S 应是 （ t / 的相对拓扑的）开集 . t / 是连通的，作为非空的 （ f / 的相对 
拓扑的）既开又闭的集合 ， S = C /， 即 Vx e r ( f ( x ) = c ). □ 
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定义 8.3.1 设 C / C R n 是开集 ， f : R m , peU.qe R n , 

且有 e > 0,使得 [p -£ q,p + eq ] C C /, 函数 g(G = f(p + 岣）在区间 
上有定义.假若 g 在 f = 0 处可微，即 

g(0 = g(0) + dg 0 t -\- r(f )， lim = 0 ， 

t—o t 

则称 f 在点 p 处沿 q 方向是可微的 . c / g () 称为 f 在点 p 处沿 q 方向 
的方向微分或 f 在点 p 处沿 q 方向的方向导数，记做 

^qf(P) = Jim f ( P + 1) _ f ⑼ = dg 。 ⑴， 

其中 dg 0 ( l ) 表示线性映射 dg 0 作用在一维单位向量 “1” 上的值. 

注1假若 f 在点 p 处沿任何方向 q 是可微的，有的文献称 f 
在点 p 处是 G& teaux 可微的, f 在点 p 处沿 q 方向的方向导数（它 
依赖于 q) 也常称为 Gateaux 导数 ( Gateaux 自己称它为一次变分). 
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注2在这里,称谓“方向微分”与“方向导数”已不加区别. 
我们特别感兴趣的是 f 在点 P 处沿坐标向量= 1，•…， n ) 方 
向的方向导数，这样的方向导数常称为偏导数. 

定义 8.3.2 设 C 7 C R 71 是开集，映射 f : — R m ，p € [7, 则 f 

在点 p 处沿方向的方向导数（假若存在）称为 f 在点 p 处的第 A : 

个偏导数，记做 


Afcf ( P ) = 


|^-(p) = lim 

dxjc t—^o 


f(p + te fc ) _f(p) 

t 


注表示第个标准基 向量： e k = { 6 i k ) -^ 6 nk ). 

命题 8.3.1 设 t/ C R n 是开集，映射 f : C/ — R m ， p € .假若 
f 在点 p 处是可微的，则 f 在点 p 处沿任何方向 q 都是可微的，且 


Dqf(P) = dfpiq). 


特别， 

证 


D k f(p) = 


df 

dx k 


( P ) = dt p { e k ). 


因 f 在点 p 处是可微的，当叫充分小时，有 


其中 

由此 


f(p + tq)-f(p) = dfp(iq) + r(tq), 



lim 

t^o 


f(p + fq) -f(p) 


t 


lim 

t — 


df p (q) 


r ㈣ 


rffp(q) 


□ 


推论 8.3.1 设 [/ c R n 是开集，映射 f : f / — R m ，p € t /， 
q = (9 ir **^ n ) € R 71 . 假若 f 在点 p 处是可微的，则 


9 V W W 

dfp{q) = qkDk{{p) = 


k 


k=l 


df_ 

dx k 


( P )- 


注在讨论它的证明之前我们愿意先解释一下上式的涵义.因 
q k = dA ( q ) (参看例8.1.1)，上式又可写成以下 形式： 


df P 


E 矣 (p) ‘ 


k 


dx k 


特别，当 m = 1时，上式变成 
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= f 芒 ( p ) cte fc . 

t " i dxk 

这个公式和经典的（或传统的）公式在形式上是完全一致的.但它们的 
涵义完全不同 • 现在这个公式的两端都是映射，它是一个关于映射的等 
式. 而传统的公式的两端都是微分，它是一个关于微分的等式，或者说, 
是一个关于无穷小量的线性部分的等式，这很容易产生误解. 

证线性映射 df p 作用在 q 上后得到的值是 


df p (q) = rffp ( 2^ qkek ) = S^fp(efc) 

^k=l ’ Ar=l 

= ^ 9 ^fcf(p) = X^9fc^-(p). □ 

lc=l k=l ° Xk 

推论 8.3.2 设 V c R n 是开集，映射 f : U ^ R m , p e U , 
f = (/1， …， /m) T € R' 假若 f 在点 p 处是可微的，则 

f ’(P) = [Af(P)，£>2f(P)， …， D n f ( p )\ 


Difi ( p ) 

^2 /l ( P ) 

… AJi ( p ) 

Dif 2 ( p ) 

離 

• 

W 2( P ) 

# 

■ 

… D n f 2 ( p ) 

• 

# 

Difm ( p ) 

鬱 

D 2 fm ( P ) 

黪 

参 

_ •. D n f m ( p ) 

_ 3/ l , 、 

知 (P) 

dfi ( 、 

dx 2 (P) 

dfi ( , 
… ‘ (P) 

df 2《 、 

dx , (p) 

_ 

警 

9 f 2 

dx 2 (p) 

# 

等 

df 2 

… ‘ (P) 

參 

暴 

# 

8 fm ( 、 

_ 伽 (P) 

# 

尝 ( p ) 

• 

…菪 ( p ) 


上式中的矩阵便是用 f 的分量的偏导数表示的 f 的导数，或称 Jacobi 
矩阵. 
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现在我们可以把定理 8 . 1.1 中的锁链法则用偏导数来表示.假设 
定理 8.1.1 中的条件成立，记 h = g o f , 则有 


Djhi(p) = ^{Dk9i)(f{p)){Djfk){p)- 

k —\ 

若记 yk = …， . Tn ) 和勺 = …， 2/ m )， 锁链法则的经典写法 

是 

dzj _ dzj dyk 

加 j t'dy k dxj. 


h = gof 的微分可写成 

dh p = d(g of) p = J 2 夢 ( f ( pMA .) p . (8. 3 . 1 ) 

k=l oyk 

上式告诉我们，复合映射 h = gof 的微分似乎跟 g 的微分在形式上完 
全 一样，只须把 f 看成是自变量就行了 • 这个结果被称为一次微分形 
式不变性,它是推论 5.2.2 在多元情形的推广.这个结果在本讲义的第 
14和15章中还将被推广到更为一般的微分形式上去. 

命题 8.3.1 的逆命题是不成 立的： 函数在某点各个方向的方向导 
数存在（更别说只有各个偏导数了）未必能保证它一定可微.这可由下 
面的例子看出. 

例 8.3.1 令 


/ fey ) 




2 \ x \ y ( x 2 + y 2 ) - 1/2 ，若: r 2 + y 2 > 0, 

0， 若 X = y = 0. 


R 2 上的单位向量可写成 q = ( cos 0, sin 0)，0 ^ 0 < 2 n . 我们有以下关 
于函数/沿 q 方向的方向导数的表 示式： 

。 '• 1 2t|t|| cos0|sin0 n . . a 

n /(0) = lim --- ! - =2 cos0|sm0. 

M x t—o t t 


特别， 


砮⑼=髮 (0)=0 
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假若/在点0处可微，由推论 8.3.1, 我们有 

D qf(°) = ^fo(q) = ^ 1 ^( 0 ) + 92 ^( 0 ) = 0. 

这与己经得到的 D q f(0) = 2|cos0|sin^ 矛盾，故/在点0处不可微. 
然而，我们有以下的 结果： 

定理 8.3.1 设 {/ c R n 是开集，映射/ : — R，p € C /. 假若 


3 p 的邻域 K V j 飞{1，…， n}V q e V(Djf(q) 存在且在 K 上连续), 

则/在 p 处可微. 

证记 


n 

r ( h ) = /(P + h) - /(p) - h J D jf(P)^ 

7 = 1 


我们要 证明: 
令 


h—o |h| 




为方便计，约定 kQ = o . 显然， k n = h . 假若在 Rn 上赋予欧氏空间的 
范数，易见 | k 』| < | h |. 反复使用中值定理,我们有 


71 

r ( h ) = E[/(P + k j) - /(P 十 kj-i) — hjDjfip)] 

7=1 

n 

= E^(P + Vi+ h j e j )^f(p + VO- hjDjfip)} 

j=i 

n 

= 奶/⑷） - Djf(p)l 

j=i 


其中是 p + bq 到 p + kj - i 线段上的一个点.由 Djf (j = 
1, • • • ， n ) 在 p 点处的连续性，对于任何 e > 0,有5 > 0,使得 


Vj e {l ， ... ， n}(|q —p| <6 \Djf(q) - Djf(p)\ < e/n). 
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@ jh | < 5 => | kj | < 6 => |qj - p | < = 1,…， n )， 故 

n 

| h | < 6 => | r ( h )| ^ \ hj \ ^ e \ h \. □ 

n i=i 


§8.4 高阶偏导数与 Taylor 公式 

设 / : — R . 假若对于某开集 U 中的一切点 P ， 偏导数 

Djf ( p ) 都存在， A / 可以看成 n 到全体一行一列矩阵组成的线性空 
间的映射,也就是说, A / 可以看成 n 到 R 的 映射. 这样，就有可能讨 
论在某点 PGU 处 Djf 的偏导数 DkDjf = D k ( Djf ), 其中1彡 fc < n . 
D k D , f 祢为 f 的 二阶偏导数. 归纳地，我们可以定义 f 的 r 阶偏导 
数 D h D j 2 -^ D jr fJi € {1，…， n }. 常用巧/表示 DjDjf . 有时也用 
以下记法表示 r 阶偏导数： 

D jl Dh Djrf _ Q x ^8 X y dx jr • 

在一定的条件下， r 阶偏导数％ … D jr f ， 力 e {1, …， n } 与求 
导的顺序无关，这就是下面的定理 8.4.1 的结论.为了证明定理8.4.1， 

先引进一个阐明重极限与累次极限之间关系的引理. 

引理 8.4.1 设(0,0) € C R 2 , V 是开集，映射 / : ?7\{(0,0)} — 

R . 若二重极限（即把/看成由度量空间 C /\{(0,0)} 到度量空间 R 的 

映射后取的极限） 

存在，且对于绝对值充分小的?/，极限 


㈣/㈣ 


存在，则累次极限 


limlim /( x )y ) 


存在，而且 


lim lim f ( x , y ) = lim f ( x ， y ) 

y—Oz—0 八 y， Or ， y)—(0,0 ) 、 
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注二重极限等式 


的确切意义是: 


lim 

(x,y)-^(0 } 0) 


f ( x y y ) = A 


Vs > 0 彐 5 > 0V(x, y ) G C/(0 < \ Jx 2 ^ y 1 < 6 => |/(x ， y) - A \ < e ). 


而累次极限等式 




=B 


的确切意义是：有 (5 > 0, 使得任何 y G (-5,0)U(0,5 )， 极限 lim f ( x ， y ) 

x -^0 

存在，且 


lim lim f ( x , y )] 

y—0 L x—0 J 




B . 


证因二重极限等“成立， 


Ve > 0 彐 5 > 0 \/x G (— Wy G (—6,6)(\ f ( x ) y ) — A \ < e ). 

由假设，对于绝对值充分小的 y, lim f [ x ， y ) 存在，由上式我们有 

V£- > 035 > OVy G (-5, S )(\ lim f ( x ， y ) - i4| < e). 

x—►O 


这就证明了累次极限 


Urn lim 


的存在，且 


lim lim/(x,y)= 

y —0 t —0 


lim 

( 工， y)-Ko,o) 


f (工， y ). 




定理 8.4.1 ( Schwarz 定理）设 fi C R n 是开集，点 p € D ， 映射 
f ： n ^ R . 又设 A /， 巧/和 DjDif 在 p 的一个邻域中存在且它们 
在 P 处都是连续的，则 D l D j f { p ) 存在，且 DiDjfip ) = DjDifip ). 

证不妨设 n = 2 ，i = 1和 j = 2, p = ( a ，6) € fi . 因 Q 是开集, 
我们有5 > 0,使得 


5 — a | < 5, — 6| <5 => ( s ^ t ) 6 
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记 


A(h, k) = f(a + h,b + k) - f(a + h, b) - /(a, b + k) + /(a, 6), 

则 

A(h,k) _ 1 [/(a + h,b + k)- /(a + h y fc)] - [f{a,b + k) - fja.b)] 
hk k h 

=ho^ia + eh, b + k)- D^ia + dh.b)} 

K 

= D2D\f(a + 9h,b + dk), 


(8.4.1) 

其中 0 < < 1. 由方程 （8.4.1) 及在 p 点处的连续性，有以 

下极限等式 成立： 


上，。^ =込场孙 （8 . 4 . 2 ) 


另一方面，我们有 


lim 

fc — 0 


△(/z ， fc) 

hk 

v 1 [/(a + /i,6 + fc)-/(a ,b + k)] - [f{a + /i,6)-/(a, b)] 
=lim ----；- 


_ 乃 2/(a + h^b) — (q ； b) 

二 h 


由引理 8.4.1, 

DiD 2 f{a,b) 


/i—o fc—o hk 


□ 


定义 8.4.1 设是开集，映射 / : n — R . / 称为(属于 )(T ⑼ 
类的，记做/ € 假若 f 的所有 r 阶偏导数在上都存在且连 

续.（当然，这蕴涵了 /的阶数低于 r 的偏导数在 D 上存在且连续 .） 若 
对于任何 r G N , / 6 C r ( Q ), 则称/ e C °°( Q ). C °( Q ) 表示 n 上连续 
函数的全体.又记 


C 0 r (f2) = {/ € C r (f2): supp / 紧 }’ 
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其中 r € NU {0} U { oc }， 而 supp / 表示使（连续）函数 / 不等于零的点 
全体构成的集合的 闭包： supp / = { x € fi :/( x )^0}. supp / 称为（连 
续）函数/的支集. 

显然，我们有 

C 0 ⑼〕 C 1 ⑼〕 • • O C r -\i}) D C r (Q) D …， 

且 

oo 

= p|C r (fi). 

r=0 

向量值函数 f = CA ，…， / m ) 称为 c - 类的，若它的每个分量函数 /,• 是 

c r 类的. 

若 fec ' r > l , 反复使用定理 8.4.1, 在/的直到 r 阶的混合偏 
导数在某开集上均连续的条件下，则/的 r 阶的混合偏导数在该开集 
上可以写成以下的标准 形式： 

D 3 l D j 2 “.D jr f = DrDn f , 

其中叫= f ： 显然， n 个指标组成的指标组 a = 

k=l t=l 

( ai ， …， a n ) 称为重指标 ， k — ai 称为 a 的阶，记做 | a |. 我们还愿 
意引进重指标的阶乘 如下： 设(叫，…， a n ) ，记 




a 


重指标能帮我们将许多记法写得更为紧凑 
相应的偏导数有以下简化的 记法： 




d^f 


dx? … dx 


D^f 


d a f 

dx Q 


设 


( ai ， 


),r = | a |， 则写成 D n … D 3 r 的方式•由 


定理 8.4.1， 在 / 的直到 r 阶的混合偏导数在某开集上均连续的条件 
下,求导顺序的改变不影响求得导数之值.把这些相等的导数归并在一 
起，它们的个数是 


V 


a 


r ! 


r ! 


a! ai!o ： 2! … oc n \" 
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它是二项系数的推广，常称为多项系数. 

设 Q ： == = ( Xl ，...，： T n )， 记 


x a =a；r .C ， 

则 n 元多项式可以写成乙 c a x ' 常数 Ca 称为多项式的系数. 

\ oc\^r 

引进了重指标后，我们可把 n 元函数的 Taylor 公式用以下的方式 
简洁地写出来. 

定理 8.4.2 ( 多元函数的 Taylor 展开公式）设 [/是 R " 中的开 

凸集，厂 C / — R 是 C r +1 类的函数， r 彡0•若 p € f/*q = p + hef /, 
则有0 € (0, 1)，使得以下多元函数的 Taylor 公式 成立： 


/⑷= E 

|ot|<r 


- P Q /( P) h g 

a! 


E 

|ot|=r+l 


D^f(p + eh) 

a ! 


证固定 p 和 q = p + h , 其中 h = (/ h ， …， / i n ) .令 


9( t ) = /(p + th ), O ^ t^h 

3 在 [0，1] 上是一元 C r +1 类的函数.由一元函数的 Taylor 公式，有 


/(p + h ) =5(1) = 


r 


E 

fc =0 


g w (Q) 

k\ 


3 (r+1) W 

(r + 1)! 5 


(8.4.3) 


其中 (0,1). 

根据锁链法则， 


n 


d \ t ) ^^2 Dif(p + th ) h u 


i=l 

n 


9，， ( t ) 


n / n 

E 

j=i v t=i 


Dif(p + th)hi )hj 


罾 ▼ 

DjD{f(p + th)hihj. 




归纳地，并进行同类项归并，我们有 
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5 ⑷⑷ = L D h". D jkf(P + th )hfh jk 

Jl， …， jfc 




D Q f(p + th ) h Q . 


把上述结果代入（8.4.3)，便得所要的多元函数的 Taylor 公式. □ 
多元函数的 Taylor 公式右端第一项 


E 

|ot|$r 


D a m 

a ! 


h a 


称为多元函数的 Taylor 多项式，第二项称为多元函数的 Taylor 公式的 
Lagrange 余项. 

注本节只介绍了高阶偏导数，未引进高阶微分的概念.在补充 

教材一 （§8.9) 中，我们将介绍有限维或无限维空间上的高阶微分的概 

念. 本节的 Taylor 公式是用偏导数的语言写出来的.在补充教材一 

(§8.9) 中，因为没有线性空间的基的概念，我们将用高阶微分的语言写 
出 Taylor 公式. 



§8.5 反函数定理与隐函数定理 

设 [/是 R n 的开集 ， p € t /， 映射 f : C / — R " 1 在 p 处可微.即使 
映射 f : f / — R /" 是单射而且 F = /( t /) 是 R 7" 中的开集，这时映射 
f ： U ^ V 是双射，它的逆映射 g =广 1 : F 存在，但这个逆映射 
未必在 f ( p ) 处可微.以下的例子可以说明这 一点： 

例 8.5.1 映射/ : R — R 定义为 

/(x) = x 3 . 

/是 R — R 的双射，且在 R 上处处可微.但它的逆映射 

f~ l (y) = y 1/3 


在 J / = 0处不可微. 

事实上，由锁链法则（定理 8.1.1) 知道，若可微映射 f 有可微的逆 
映射 f — 1 ， 则 


d(r\odf p = d{r l o f ) p = rfi = i. 
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由此， rffq - 1 是 rffp 的逆映射.因此，映射 f 在点 P 的一个邻域内的限 
制有可微逆映射 f - 1 的一个必要条件是 dfp 可逆.特别，若映射 f 在 
点 p 的一个邻域内的限制有可微逆映射 f - 1 ， 则必有 n = m . 换言之， 
定义域是 n 维空间的开集，则有可微的逆映射的可微映射的值域必须 
是 n 维空间中的开集，也即维数是局部微分同胚的不变量.这个对于 
局部微分同胚成立的结论也适用于有连续逆映射的连续映射，换言之， 
维数在同胚映射下是不变的.不过，这个结论的证明就麻烦多了，通常 
要用到代数拓扑的知识.这己超出了本讲义的范围. 

定理 8.5.1 (反函数定理） 假设 D C R n 是开集，映射 f : D — R n 
是 C 类的 （r > 1 )， p € Q ， 且 df p 是可逆的，则 p 有个开邻域 f /， 使得 
f 在 [/ 上是单射 ， K = f ( t /) 是 R n 中的开集， f | t / 的逆映射 g = 一 1 

是 C r 类的，且 rfgf ( p ) = d [( f | t /) -1 ] f ( P ) =(也 P ) 一 1 • 

证 证明分六步 进行： 

(1) 先把讨论限制在满足条件 p = 0, f ( p ) = f (0) = 0, df p = df 0 = 
I 的情形.我们要 证明： 这时，映射 ％ 的逆映射 g = ( fit /)" 1 存在，且 
叫$广1) 0 = ( dfo )- 1 =1. —般的情形留到最后解决 • 

(2) 对于 （1) 中所限制的情形,我们要 证明： 有个以0为球心的开 
球 [/ = B (0, 8),8 >0 } 对于任何 s € C /，|| df s - 1|| < 1/2且 fI j ； 是单射 • 

证明 如下： 因映射 f : — R " 是 C 1 类的，有5 > 0,使得以0为 

球心， (5 为半径的开球= B (0,5) 具有以下 性质： 

Vset /(|| I - df 8 ||< 1/2). 

注意到 : dl = I y 我们有 

VsGC /(| KI - f ) 8 ||< l /2). 


由向量值多元函数的有限增量定理（推论8.2.2)， 

Vs 6 t/Vt 6 U ^|s 一 t — [f(s) 一 f(t)]| ^ - ~ - ~ - 

因此 f 

Vset/vt e? 7( |f(s)-f(t)| ^ 



故 f | u 是单射. 


(8.5.1) 
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⑶对于⑴中所限制的情形，我们要 证明： f ( C /) 是0的一个邻域. 
换言之，有一个 e > 0, 使得以0为球心， e 为半径的开球 K = B (0, e ) 
满足 条件： V C f(U). 

应该指出， （3) 是反函数定理证明中关键的一步，它的证明如下: 
令 e = 5/4,其中5是 （2) 中的5•记 K = B (0,£) 与 K = B (0,2£). 
显然，尺 C f / = B (( U ). 任意给定了 t e K 对于一切 s e C /， 令 
F ( s ) = t + S — f ( s ). 我们定义了映射 F : U — R ' 由⑵，对一切 
set /，|| dF s || = || I - rff s || < 1/2. 由向量值多元函数的有限增量定理 
(推论 8 . 2 . 2 )，对于任何 s u s 2 eU y 

|F( Sl )-F( S2 )|<i^^l. (8.5.2) 

特别，对于任何 s e C /， 

| F ( s )- t | = | F ( s )- F (0)|^^. 

所以，对于任何 s E 欠( 注意 ： t € K )， 

\m\^\t\+ l ^<e+j = 2e. 

换言之，我们有 

F{I<) c K. (8.5.3) 

由关系式 （ S .5. 2 ) 和 (8.5.3), F 是 K 到自身的压缩映射.作为 R " 的有 
界闭球的 K 当然是完备度量空间.因此， F 有不动点 s e 

s = F ( s ) = t + s — f ( s ). 


换言之,有 s G 使得 


也就是说 


t = f ( s ). 


f{U) D i{K) D K 

( 4 ) 对于⑴中所限制的情形，我们要 证明： 有一个 C 1 类的映射 
g : V — C / 具有以下三条 性质： 


Vt € K ( f ( g ( t )) = t ), 
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且 


VsGf _1 ( V )( g ( f ( s ))= s ), 

dgo = I . 


证明如 下：由 （2) 和（3)，对于任何 t e V ,有唯一的一个 S e t /， 


使得 


f ( s ) = t . 


记这个被 t € 7 唯一确定的 seU 为 s = g ( t ). 显然，映射 g : 7 — 

有性质 ： vt e v ( f { g { t )) = t ) 且 Vs e f - 1 (^)( g ( f ( s )) = s ). 要证明的 
三条性质中只剩下最后一条还没有证明. 

下面证明映射 g 在0处可微，且 dgo = I •由 (8.5.1), 

Vt !, t 2 G VdgiU ) - g ( t 2 )|^2| t 1 - t 2 |). (8.5 .iy 

由此 ， g 在 K 上连续.因 df 0 = I ，当 h e f ，） 时， f ( h ) = h + r ( h )， 
其中 lim 帶 = 0 •由 (8.5.1)/， 当 h e f - 1 ⑺时，有 

h —0 | h | 

| g ( h ) - h | = | g ( f ( h ) - r ( h )) _ g ( f ( h ))| ^ 2| r ( h )| = o (| h |), 

这就证明了 g 在 0 处可微，且 dgo = I . 

到此为止，对于 （1) 中所限制的情形的反函数定理我们已经证明 
完毕.下面我们要证明一般情形（即不受 （1) 中所述限制的情形）的反 
函数定理. 

(5) 现在讨论（未必满足 （1) 中限制条件的）一般情形. 

假设 C l ( Q ) 类的 f 只满足 条件： df p 是可逆的.令 

fi ( x ) = [ rff p j _1 [ f(x + p )- f ( p ) j . 


换言之， 


fi = rp of o ( f > 


其中0，拿 ： R n — R n 定义如下- • 


0( x ) = x - p , 岭 ( y ) = [ df p ]- i(y - f ( p )). 


显然， 4 >~ l { y ) = y + p . 故 


§8.5 反函數定理与隐函教定理 117 


f 】 ⑼ = i/?of O 0 _1 ( O ) =^ of ( p ) = [ dfp ] - i ( f ( p ) - f ( p )) = 0. 

又因 d (( p~ l )o = I , = df p , ^ f ( p ) = [ df p ] _1 . 由锁链法则， 

d(fi)o = ^^f(p) ° 。 3(4 巧。 = [dfp] 1 。 dfp 。 I = I. 

换言之， I 满足 （1) 中所述的限制条件.显然，也0都是无穷次连续可 
微的，注意到 f - 1 =尸 1 。 ⑹- 1 。也 我们有 

rf ( r 1 ) f ( p ) = d (0- 1 o ( fi )- 1 o ^) f(p) 

== [ dfp ]~\ 

最后一个等式的推导用到了已经证明的以下三条 事实： 

( i ) d [( f 1 )- 1 jo = I ； 

( ii ) d ^ f{p) = [ dfp ]- 1 ; 

( iii ) rf (0 - 1 )o = I , 

其中⑴是 （4) 的推论. 

⑹因 f 是 C 类的，故 df p 是 C ^ 1 类的.以表示 n x n 的 
实矩阵的全体 . 与 R n 2 之间有自然的双射，这个双射把 R " 2 上的 
拓扑转移到 M n 上.用 GL ( n ) 表示 n x n 的可逆实矩阵的全体.因为 
实矩阵到它的行列式的映射 det 是 M n — R 的连续映射，而 GL { n ) 
恰为行列式非零的矩阵之全体，作为开集 R \ 彳 0} 在连续映射 det 下 
的原像的 GL ( n ) 应是 M n = R n 2 中的开集 . inv 表示可逆矩阵到它的 
逆矩阵的映射 ： inv : GL ( n ) GL ( n ), inv ( M ) = M ~ l . 注意到逆矩阵 
的表示式 ( M - 1 的元素是用 M 的元素构成的两个行列式之商表示的， 
且商的分母非零)，映射 inv 是无穷次可微的.利用数学归纳法可以证 
明，映射 [ dff - i ^)]- 1 相对于自变量 q 是 C r ~ l 类的.故 f - 1 
是 CT 类的. 0 

注 这证明过程的六步中，最关键的是第 （3) 步.它用到了 Banach 
不动点定理.为了应用 Banach 不动点定理，我们需要构造映射 F 和 
它的定义域 V ,然后证明映射 F 和它的定义域 V 满足 Banach 不动点 
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定理中所述的条件.换言之，我们要证明以下三点 ： ⑴ F ( V ) C V ; (2) 
F 压缩: （3) F 是完备度量空间. 

定理 8.5.2 (隐函数定理）设 D 是 R n+m 中的开集, 

是类映射， r •彡 1. 任给点 p = ( = ) 6叫 a GR ", b € R m ). f 过点 
P 的等高曲面（简称等高面） S 定义为 


E = {q E 0 : f ( q ) = f ( p )}- 


X , 5 G £( R n , R m ) 和了 G C { R m ) 分别表示映射 f 在点 p 处的微分 
在 R n 和 R m 上的限制： 

S(h) = df p ⑺， r(k) = df p Q). 

换言之， 

df P Q)=5(h)+T(k). 

若 T 可逆，则点 p = (^) € R n + m 有个邻域 [/ C A 点 a e R n 有 

个邻域和一个 C 7 类映射 g ： w ^ R m , 使得 s n [7 恰是映射 
g : W ^ R m 的 图像： 


Enc/ = : ) : seW}, 


g ⑷ 


且 


dg a 二 — T ~ ] S . 


注1关系式 (8.5.4) 的涵义是 


s 


yseWiU /、1 = f(P)). 

g ( s ) 


(8.5.4) 


(8.5.5) 


(8.5.6) 


也就是说， g(s) 是隐函数方程 f = f(P) 的解 t = g(s). 因 p 是固 
定的点，因而 f(p) 也是固定的点 • s 才是在中活动的点 • t = g(s) 
是隐函数方程中的未知函数，常称 g(s) 为由隐函数方程 f = f(P) 
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确定的隐 函数. 

注 2 为了和矩阵运算相协调，我们把 Rn+m 中的向量写成列向 
量. 但这样和通常的函数的自变量写成行向量的习惯不一致.不少文 
献中，也把 R— 中的向量写成为行向量,这样可以少占些篇幅，且与 
通常的函数的自变量写成行向量相 一致. 当然，这样做在作线性映射时 
应注意它和矩阵运算有一个转置的对应关系.我们这样的写法是为了 
同学能更好地与高等代数中学到的知识相比较，这对理解隐函数定理 
是十分重要的. 

注 3 隐函数定理中 r 可逆的条件用矩阵的语言来表述应是这 

样的： f 的 Jacobi 矩阵 r(p) 的最右边的 m 列是 m 个线性无关的 m 

维列向量.假若只假设矩阵 f'(p) 的秩为 m， 那么可以通过列向量的 

置换使得矩阵 f(p) 的最右边的 m 列是 m 个线性无关的 m 维列向 

量.隐函数的微分公式可用矩阵来 表示: .g/( a ) = 一 b -M， 其中4是线 

性变换 *5 的矩阵，它是由矩阵 f(p) 的最左边的 n 列构成的 m x n 矩 

阵， B 是线性变换 r 的矩阵，它是由矩阵 f'( P ) 的最右边的 m 列构成 
的 m x m 矩阵. 


注 4 

则 


(8.5.5) 用矩阵的语目来表述：记力= (j = 1, • ♦ • , m), 

ay = 

dx \dy) dx' 


其中 


dy 

5x 


d(yu …， y m ) 


是 y 





谷(工 1 j * * • j x n ) 

g(x) 的 Jacobi 矩阵，方程右端的两个矩阵分别是 


9y \9yjJ' dx \dxi)' 

证 我们想通过反函数定理来证明隐函数定理.为此，我们需要 
构造一个能用得上反函数定理的映射，使得它的反函数（逆映射）的表 
示式中有一部分恰是我们所需要的隐函数. 

不妨设 f(p) = 0. 定义映射 F : — R n+m 如下： 
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易见， F 在 Q 上是类的，且 


dF 


p 



h 


df p 


h 

k 


特别，注意到 S ( h ) 和 T ( k ) 的定义,我们有 


dF 


h 

k 


h 

抑） + r ( k ) 


(8.5,7) 


或者，用分块线性映射（犹如分块矩阵）的形式表达 R n+m 上的线性变 
换 dF D: 


dF 


In O 

s 


T 


(8.5.8) 


因 r 可逆，故 dF p 非奇异.由反函数定理 ， p = {^) en 有邻域 

和 F ( p ) = 6 R n+m 有邻域 K ， 使得 F |(； 是 [/和 V 之间的 

类双射,而它的逆映射 G 是 V 到 [/的 类双射.不妨设 V 具有以 
下 形式： 


V 


{ © : l s - a l <e }， 


其中 e 〉 0.( 若 y 不具有以上形式，通过缩小可以把 V 换成具有以上 
形式的 K 的子集 R ， 当然， f / = G(V) 也要换做 R = G ( Vx ). 以后就 
假定 V 具有以上形式 .） 记 


W = {seR n ： \s-di\<e} 


因 G 是 F 的逆 映射: 


V 



e /7 G 


S 




故 G 具有形式 


OK) 


0( u 

\v 


(8.5.9) 
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其中0 : K — R - 是 C - 类映射.现在我们可以给出所求隐函数的定 
义了，记 C 类映射 g : W ^ R m 为如下的 映射： 


g ⑷=《）• (8.5.10) 

当 q = € 5 ：时， f(q) = f(p) = 0. 因此，按映射 G 和 g 的定义，- 

切 (D GEHC / 必满足以下 方程： 





由此， t = g ⑷ • 这就证明 了：若 (U e K 且 f = f(p) = 0, 贝 IJ 

t = g ( s ). 换言之，[/中等高面 E 上的点均在 g 的图像上. 

反之，若 S e W 7 , 则 




因 G G ) = ( 0 ( S ) j 和 G = F 一、并注意到 F 的定义,我们有以 
下等式： 0 



这就证明了 g 的图像上的点均在等高面 S 上.换言之， g ( s ) 必满足隐 
函数方程.注意到 



= G (o) 6G(F) = ^ 
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我们得 到：在 [/ 中隐函数方程的解恰是 g . 

下面我们要确定隐函数的导数.由 (8.5.8) 和反函数定理， 

■ 

dG (a , 0) = (dF p) - = _ l T ： lg °；_T - (8_5.11) 

m 

由 g 的定义（参看 (8.5.9) 和 (8.5.10))， 有 



(8.5.12) 


注意到（8.5.11)，有 


JG(a ， 0) 


■ ■ 

h 

_ 

0 



In 

T- l S 


Onxr 

n 


• h ■ 


麵 

h 

r —1 

■ 


0 

瞧 


一 了-娜） 

m _ 


(8.5.13) 


由(8.5.12)， 


dG( a ，。) 


_ • 

h 


_ - 

h 

0 

酵 


rfga ( h ) 

m ^ 


(8.5.14) 


比较 （8.5.13) 与 (8.5.14), 得到 


dga = -T~ l S. 


定义 8.5.1 从 R /" 中的开集 f / 到 R m 中的开集 V 的双射 f 称 
为开集1/到开集 V 的 C r 类微分同胚，假若 f 和都是 C7 '类 

的映射. 

由此，反函数定理可改述如下： 

定理8.5.1，(反函数定理）设 n C R n 是开集，映射 f : Q 『 
是 C r 类的 （r ^ l ), p e fl , df p 是可逆的，则 p 有个邻域 K 使得 f 是 

(7 到 V = f ((7) 的 C r 类微分同胚,且 V = f ( l /) 是 开集. 

注由上述反函数定理（定理 8.5.1 和定理8.5.10,我们有以下结 
果：设 D C R 71 是幵集，映射 f : D — R n 是类的> i )， 且对于 
任何 p G A df p 是可逆的，则对于任何开集 UC^V = f ( U ) 是开集. 

定义 8 . 5 . 2 定义在开集 U cR m 上的微分同胚 g •• f / — g ( U ) C 
R - 称为初等微分同胚，如果有某个 { l ，".， m }， 使得映射 g:x = 
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Hy = ( 2 / 1 ，…， y m ) 具有 形式: 



换言之，初等微分同胚下像点与原像点之间（最多）除了一个坐标外， 
其他坐标都是相同的.恒等映射是初等微分同胚. 

显然，为使上述形式的映射 g:U — g { U ) C R m 是微分同胚，必 
须（注 意： 下式中的 j 是定义 8.5.2 中的那个 j ) 

定理 8.5.3 设 G C R m 是开集，映射 f : G — f ( G ) C R m 是微 
分同胚，则任意点 x 0 eG 有个开邻域 C /， 使得 


Vxe C /( f ( x ) = gi o ... og m ( x )), 

其中的 gl，...，gm 是 m 个初等微分同胚. 

证 利用数学归纳原理来证明本定理.若映射 f : G -> R - 本身 
是初等微分同胚（即它只改变一个坐标)，结论当然 成立. 假设映射只 
改变 A : - 1个坐标,它能局部地写成 A : - 1个初等微分同胚的乘积的结 
论 成立. 今设映射 f — IT 1 改变 fc 个坐 标： 映射 f =(/:，•••,/&): 
x = ( xi r -, x m ) Hy = ( yi ，”.， y m ) 具有形式 

(yi =/l(^l,*** 5 ^m), 


Vk = … ， X m ), 

Vk^tl ~ A+l ， 


V Vm = 

(为了书写方便，我们假定被改变的是前 fc 个坐标.一般情形可通过对 
值空间的基向量作适当的置换变成以上情形 .） 因它是微分同胚，它的 
导数（即 Jacobi 矩阵）在 G 上非奇异.但它的导数是 
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g 个矩阵的 fc 个行向量线性无关,前 （ A ： - 1) 行必有一个以 -1) 阶子 
式非零.不妨设这个 （ A : - 1) 阶子式是由最左边的 { k - l ) 列构成的（不 
然，可通过对自变量空间的基向量作适当的置换变成以上情形)•因为 
该 （ fc -1) 阶主子式连续，应有 x G 的一个邻域，使得这个 { k - l ) 阶主子 
式在该邻域中 非零. 今构造映射 g : G — R ' g : x = ( A ，…，: r m ) ^ 


( 以 1 ， 


) 如下: 


^1 


/l (-Tl ， • • • ， 工 m )， 


Wfc-1 




fk—l (^1 ， • • • ， iTm) 


(8.5,15) 


Uk = Xk, 


不难看出， g 在的一个邻域中的 Jacobi 行列式非零 • 由反函数定 
理， g 在 x Q 的一个邻域上是个微分同胚•设 glu 的可微的逆映射 
( glc /广 1 =(也，…， O 在 uo = g ( x 0 ) 的邻域 V = g ( t /) 上的表示式是 
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01 (u) 


， _ 

a 

g _1 (u)= 

02 (U) 

• 

# 

# 

— 

工 2 

• 

籲 


0m (U) 

■■ ■ 


離 

工 m 

_ ■ 


其中 u 与 X 的关系由方程 (8.5.15) 确定. 

考虑定义在 UQ = g ( x 0 ) 的邻域 K = g ([/) 内的微分同胚 h = 
它的表达式应具有以下 形式： 

f yi = /i °g^ ! (u) = ui, 


1 Vk-\ = fk-l O g _ 1 (u) = U k -u 
Vk = Aog _ 1 (u )， 

2/ fc+i = u k + i , 


\ Vm = u rrf 

h 在 u 0 = g ( x 0 ) 的一个邻域内是个初等微分同胚.由数学归纳法假设， 
g = gi 。… ogn ，其中§, 0’ = 1,.",&-1)是&—1个初等微分同胚. 

故 f = hog = hog 】 0 …定理归纳地证毕. □ 

# 

§8.6 单位分解 

我们愿意重温一下连续函数的支集的定义（参看定义 8.4.1). 

定义 8.6.1 设/ : Rn — R 是连续函数，则/ 的支集 ，记做 
supp /， 定义为/的全体非零点构成的点集之 闭包： 

supp / = { xeR n : /( x ) ^ 0}. 

定理 8 . 6 .1 (单位分解定理） 设 以是 R " 上的一族开集， 
U = U %，则有一个由定义在 R " 上的非负实值函数构成的（有限 

aeA 

或无限）函数列 {^ be / cN , 它具有以下 性质： 

⑴ 每个 ％ 是紧支集的无穷次连续可微函数：％ e ，且有 

某个 a ( J ’） € 4使得 supp (pj c 
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(ii) 函数序列 MjeicN 具有局部有限性，换言之，对于每个紧集 
KCU ， 有 I 的有限子集 S ， 使得 


VxeKVje ㈨ = 0); 


( iii ) H ( x )= 

jEl 



若 X € [/， 

若 X 多 [/. 


为了证明这个单位分解定理，我们先引进三条 引理. 

引理 8.6.1 对于每个非空开集 r C R n , 有一串紧集 { Ki }^ 

使得 OC 

VzG N ㈤ C ，且 U = \ jK t . 

1=1 

证令 


K l = {peR n : B(p, 1/i) c t/ 且 IpK i} 

= {peR 、 p(p ， t/ c )>l/_p|<i} 

= {peR n ： P (p,U c )^i/i} n{peR n ： |p|^i}, 


其中 p ( p ， C / c ) = inf |p - t | •由 §7.9 第 12 题的 （ i )， p ( p ， t / c ) 是 P 

t£U c 

的连续函数.作为闭集 [ l / i ， oc ) 在这个连续映射下的原像 ， {p G R n : 
p ( pM c ) ^ 1 / i } 是闭集.又因 | p | 是 P 的连续函数，同样的理由告诉 
我们 ： { P € ： | p | < i } 是有界闭集.作为一个闭集及一个有界闭集 

之交， K 是 R n 的有界闭集，故 K 是紧集. 

设 p e 和 q e B ( p ， l /[ i(i + 1)])，利用三角形不等式便得：对 
于任何 s G t / c ，因 |s _ p | 彡 1/ i ， 我们有 

s - q | > |s - p | - |p - q | > 1 /i - l /[ z ( i + 1)] = l/(i + 1). 

另一方面，易见 | q | 彡 | p | + |q — p | ^ i + + 1)] < i + 1，所以 

q € K i + i . 由此可知， p 是/^ +1 的 内点： pG /^° +1 ，换言之， 

Vie N{KiC K ^). 


可以 证明: 


Vpet/3jeN(p(p，[/ c ) >1") 
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和 


Vp€C/3fc6N(|p|^A:). 


令 i = max ( j ， fc )， 我们便得到 p e 故 [/ C 0心将这个结果与以 

1=1 

下显然的关 系式： UD \ jKi 结合起来，我们便有 

1=1 


U=\jKi ， □ 

i=l 

引理 8.6.2 设 { f / a } aeA 是 R 7 1 上的一族开集 ，[/ = U I 则 
有有限个或可数个开球{%}%/(/ C N )， 使得 

( i ) C ^= U %; 

jei _ 

( ii ) Vj . e I 3 a { j ) e A{Vj c U a{j) )； 

( iii ) 对于任何紧集 KCU , 只有有限个％与 K 相交,换言之，有 
有限集 Be /, 使得当 j e J \ i ? 时，有 k n % = 0. 

证设是引理 8 . 6.1 中所述的一串紧集.记 


Lq = K u 

\fi^l(Li = K i+1 \K：). 

为了方便，令 K 。 = 0，则 L 。 =尺〗\抑.因为 d K ^ x 和 [/ =： 
= 0 (^ \ ^ i ) C U (^ i \ K ^ x ) =\J ^ CU , 我们有 

1=1 i=l i=l i=0 

oc 

"=U 匕，且 A ? n Kj^i c Lj n Kj =0, j . = 1， 2 , ••• • 

i=0 

设 p e 有 a e 使得 P ec / a . 因 p 《，且闭和 t / a 开, 

有 6 > 0,使得开球 v p = B ( P ，5) 满足条件 F p C c / a 且 VpnKq = 0. 
因 l 2 紧，且 

^ C U y pj 

P^Li 

Li 有有限子集使得 

^ C [J Vp. 

P^Fi 



128 第 8 章多元微分学 


{^ P ：pE U 是有限个或可数个开球组成的开 球族. 重新给这族 

有限个或可数个开球编号后，记它们为显然，这族有限个或 
可数个开球满足引理所述的要求 （ i ) 和 （ ii ). 设 K 是 V 的任 

意的紧子集，因= u G 且 C 必有 meN , 

m=l m=l 

使得火 C C 由构造开球 Kp = B ( p ^) 时对它的要求，有 
p € Fi(c Li), iSm^VpnKcVpn C V r p D Ki-i = 0. 

因 G K 是有限集，所以只有有限个乂使得 VjDK ^ d ). □ 

i=l 

注在单位分解定理的证明过程中，引理 8 . 6.2 扮演了关键的角 
色.满足条件（叫的覆盖称为局 部有限 覆盖. 一个 Hausdorff 空间称为 
仿紧空间 （paracompact space ), 假若它的任何开覆盖都有局部有限 
子覆盖.引理 8 . 6.2 告诉我们 R " 是仿紧空间 • 

引理 8.6.3 设 V = {u : |u — p | < 5} 是 R n 中的一个开球， 
则在 R / 1 上有一个 Cf 类的函数也它具有如下性质：当 u € V 时， 
分 ( u ) > 0,而当 u 多 V "时，於 ( u ) = 0. 

证 在 R 上考虑函数 


则当 < > 0 0 t , g { t ) > 0,且 5 是 C 0 °° 类的（参看§ 5 . 8 第 25 题)•令 


矽 ( u ) = g [ l - 


| u-pl 

~~ 5 ^~ 


2 


易见，必满足引理的要求. □ 

定理 8.6.1 的证明 设 { Vj } f =l 是引理 8.6.2 中的那一串开球. 

对于每个 j e N, %表示相对于开球％的引理 8.6.3 中的 Cf 类的函 
数，它在开球％内取正值，在开球％外恒等于零.若 iV 是任意的有 
界幵集 ,且 NCC/. 由引理 8.6.2, 只有有 限个％ 与 iV 相交，在有^开 

集 N 上只有有限个妁非零.因此，在有界开集 iV 上，等式4 = £ 幻 



V/> 


^ £ 
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的右端只是有限个属于 C °° 类的％ 之和（其他项在 iV 上恒等于零). 
由此，在 [/ 的任何有界开集 iV 上$是类的，也即0在上是 
C - 类的.又，显然 


令 


Vx e u(^(x) > o). 


r ^-( x ) 

= I ^(x) 7 


若 X e [/， 
若 X 0 (/， 


注意到 supp ^ = 巧 c c / a0) C C /， 易见满足单位分解定理中 
的三项要求. n 

定义 8.6.2 满足单位分解定理中的三项要求的函数列 {0 j } oo i 

称为从属于 t / 的开覆盖 { C /&4 的 单位分解， 或称 光滑单 ^ 分 

解. 

推论 8.6.1 设欠 C [/ C R ' 其中 K 是紧集，是开集，则有函 
数0 € C ^( R ")， 使得以下三个关系式 成立： 

VxG ⑽ (x) = 1 )， Vx 多 C/(0(x) = 0), Vxe R n (0 < <f>(x) ^ 1). 


证因 t / 被 { f /} 覆盖，有从属于 [/ 的开覆盖 {[/} 的单位 

分解.又因 K 紧，由单位分解的性质 （ ii ), 以下的集合是有限 
集： 

J = {j EN :3xe K(4>j{x) ^0)}, 

故如下定义的函数满足推论的 要求： 

Vx € (/ (0( x ) = [ ^(x)V □ 

下面的推论 8.6.2 是上面的推论 8.6.1 的推广. 

推论 S . 6 . 2 设队}心是 R " 上的一族开集 ，[/ = U 又 

设紧集 K CU , 则有一 •个 / CN 和定义在 R / 1 上的非负实值函数构成 
的（有限或无限）序列 { iPj } jely 它具有以下 性质： 

⑷对于每个 j € /，％ € CS °( R n ), 并有某个 a ⑺ e 使得 
supp 外 c U aUh Kj^k=^ a(j) ^ a(fc )； 
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( b ) 对于每个紧集 c CU ， 有 I 的有限子集方，使得 


Vx G CVj G I\ Wj(x) = 0); 

( C ) E 协 ) e C ，)； 

⑷ s 些 A 之和满足以下关 系式： 



若 xJ ， 
若 X 0[/， 


而且 Vx GR n (0^ E ^( x )< lJ . 

证 由 §7.9 第题的（ X )，必有有限个开集使得每个 
je { lr - M 有-个 a ( j ) 以与之对应，这个对应有以下三条 性质： 

(1) j ^ k => a { j ) ^ a ( fe ); 

(2) 对于每个 j ， Wc [/ a0) ; 

(3) KC [) %• 

j=i 

记 V = D 由定理 8.6.1， 有一个 / CN 和函数列趴 (fc € /)， 

它具有以下性质： ^ 

( i ) 对于每个 kel ,< p k e C ^( R n )> 且有某个 J ( fc ) e {1，…， m }， 使 

得 supp ( f>k C Vj ( k y } ^ 

( ii ) 对于每个紧集 C C V = 0 %，有 / 的有限子集 B ， 使得 


Vx € CVfc e I\B{d>k{^) =0); 


( iii ) E 如 ( x )= 

kei 

令 


1，若 xJ ， 

0 ， ^x^V=\JV j 

J = 1 


Wj = ^ ( t > k - 


由 （ ii ), 每个在 V 上连续 • 又由推论 8.6.1， 有函数4 e 它满足 
下述 条件： 
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Vx € K(4>(x) = 1), Vx ^ K(0(x) = 0)，Vx € R n (0 ^ 0(x) ^ 1). 

只要让幻 = %也它必满足推论 8.6.2 所要求的条件 （ a ), ( b )，（ c ) 和 

(d). _ 

定义 8.6.3 设乂 C R fc . 映射 f M — IT 1 称为 C r 类的，若每个 
点 P € 4有一个开邻域 C / c 和 C 7 . 类的映射 F : f / — R ' 使得 

Vq G t / Pi i 4( F ( q ) = f ( q )). 

= oo , 则称 f 为光 滑的. 若映射 f 是双射，且 f 和 f - i 均为光滑 
(或类的)，则称 f 为光滑（或 C r 类的）微分同胚. 

命题 8.6.1 设4 c R 、 映射 f : 4 — R n 在4上光滑，则有开 
集 C / 和 t / 上的光滑函数 F ， 使得 

AcU 且 vt e > l ( f ( t ) = F ( t )). 

证 按定义8.6.3,对于每个 p e A 有 P 的邻域 C / p 和光滑映射 
F p : f/ p — R ' 使得 


若 


V 


Vq e f / p ( Fp ( q ) = f ( q )). 


( 8 . 6 . 1 ) 


记 [/ 


=U u P . 相对于 r 的开覆盖 { V p } p6t/ ，有一个光滑的单位 

p^A 

分解对于每个 j e N , 有一个 p ()) e 4 与之对应，使得 
supp A d U p { j ) . 只须让在 U pU ) 以外定义为零, 6 F P ⑴便光 

滑地延拓至整个 f / 上了，其中 y 0 t / p (分 这个延拓后的函数仍记 

j=l 

做 A F P 价令 


F 


E^ F 


p ( i )- 


( 8 . 6 . 2 ) 


由于 A 的支集族的局部有限性（即单位分解定理中的 （ ii ) 所述的性 
质)，如上定义的 F 是 [/ 上的光滑函数.设 q e Z = f / n 4 记 j q = 
{ j ^ N： q e U p(j) }, 则我们有 


Vj 奈 Jq (0 j ( q ) = 0) 


(8,6.3) 


由此，我们得到：对于任何 q €戍有 
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F ( q ) = E < Mq ) F P ( j )( q ) = E 响)〜咖） 

j = l 

oo 

= 也 (q) f (q) 二 ⑽^^⑷ = f (q). 

这里第一个等号用了 (8.6.2), 第二个等号用了（8.6.3)，第三个等号用 
了 (8.6.1), 最后一个等号用了单位分解的定义 . F 满足命题的要求 •口 

§8.7 一 次微分形式与线积分 

8.7.1 —次微分形式与它的回拉 

定义 8.7.1 给了在开集 UcR n 上定义的（实值）函数 « j ( x ) (j = 
1，…, n )， 表示式 

n 

aj ( x)dxj = a \( x)dxi + • • • + a n ( x ) dx n (8.7.1) 

i=i 

称为 线性微分形式 (或称 一次微分形式 ，简称 1- 形式) • 

注 因杷 是个 R n — R 的线性映射， ％( x ) 是 x 的数值函数， 

f ： a ^ dxj 是线性映射 d % 的（变系数的）线性组合，所以线性微分 

形式是随着 xeU 的变化而变化的 R " — R 的线性映射 • 

由推论 8.3.1 的注，给了可微函数 f:U — R •‘ 它的微分 

rf/x = ^ Mdxk (8.7.2) 

k=i OXk 

是 1- 形式.法国数学家 E . Cartan 把 rf / x 称为可微函数/的外 微分办 
在点 x 处 的值. 它是个 R n — R 的线性映射. E . Cartan 还要引进微分 
形式的外微分概念.这将在本讲义的以后的章节中介绍 • 

定义 8.7.2 给了在开集 U CR 71 上定义的（实值或复值）函数 
/( x ). 又给了由开集 V C R m 到开集 [/ C R n 的可微映射# : V — C /. 
函数 /(x) 在可微映射 p 下的回拉 （ pullback ) 定义为 


= /°^- 


(8.7.3) 



换言之，对于任何 y eV , 
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(^7)( y ) =/(^( y )). (8.7.4) 

注1 W 是 K 的映射 • /是定义在 [7 上的，而 P */ 是定义 
在 y 上的 . y 把定义在 f / 上的函数映成了定义在 K 上的函数 . 

和 P 的方向正好相反.回拉之名源于此. 

注 2 ^ 把定义在上的函数映成了定义在 V 上的函数，这个 
映射是线性的.换言之，它满足以下 等式： 对于任何实数 a 和 b 及任 
何（可微）函数/和仏我们有 

+ bg) = aip*f + b(f*g. 

例 8.7.1 R 2 上的坐标函数是 



由 R 2 极坐标表示到 R 2 的直角坐标表示的映射^定义为 






r cosO 
r sin 9 


则有 


申 

ip x 


和 





7, COS 9 

rsinO 


)=r cos 9 







r cos 6 
rsinO 



=rsin^. 


(直角）坐标函数在 p 映射下的回拉就是我们所熟悉的直角坐标的极 
坐标 表示. 因此，函数的回拉不是什么新东西，只是原来函数中的直角 
坐标用极坐标表示的公式代入 而已： 




— f {rcosO y rsin6). 
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下面我们要定义 1- 形式的 回拉： 

定义 8.7.3 给了在开集 C 7 C R n 上的 1- 形式 


n 


aj ( x)dxj = a \ ( x ) dx \ + … + a n ( x ) dx n - 


(8.7.1)' 


j - 

又给了由开集 VcR m 到开集 UcR n 的可微映射# 1- 形式 （8. 7 .1)' 

在可微映射 P 下的回拉 定义为 




(8.7.5) 


特别，我们有 


i^Xj) — d(jp Xj). 


因此，上式也可改写成 


r v 

E 


n 


E 


(8.7.6) 


♦ 

J 


注 1 ( p 是 V — [/的映射 • u ? 是定义在 f / 上的，而是定义 
在7上的 • ^把定义在 L / 上的微分形式映成了定义在 V 上的微分 

形式. f 和#的方向正好 相反. 回拉之名源 于此. 

注2 ^ 把定义在 [/ 上的微分形式映成了定义在 V 上的微分 

形式，这个映射是线性的.换言之，它满足以下等式：对于任何实数 a 

和 6 及任何微分形式 CJ 和 7T ， 我们有 

(acj + bn) = + b(p*n. 


注 3 函数的回拉和 1- 形式的回拉我们用同一个符号表示, 
从上下文完全能确定这个回拉是作用在函数上还是作用在 1- 形式 
上的，因此它不会给我们带来混乱.正相反，我们将看到，它会给我们 

带来很多方便. 

设 X = Wy ) = (A ( y )， …， ^ n ( y )) € R " 和 V G R ' 由 （8.7.5) 得 
到 

m 

( f *{ dxj )[ v ] = d{xj o ( f )[ y ] = difij [ v ] = ^ 

/c = 1 

= 二 ^^ v k =Xj [ d ( f [ v \\ = dxj \ d ( fi [ v }], 

fc — 1 
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其中 dy k [ v ] 表示线性映射办在 v 处的值 • ^[ v ] 的涵义雷同.或者 
说， 

^(dxj) = : dxj o dip. 

由此，对于任何1•形式 ZD - Yj CljdXj ， 有 

n 

j=i 

n 

= ^2(^ a j)dxj [ 却 [v]]. (8.7.7) 

j=i 

或者说， 

( 〆 ㈣) y M = W ^( y ) [^[ v ]]. (8.7.7)' 

我们也可以用方程 （877)( 或方程（8.7. 7 )/)作为 1- 形式回拉的定义，然 
后，从这个定义出发推得（8.7. 5 )•在第 I 4 章引进了 n - 形式的概念后， 
我们将用方程 （8.7.7) 推广了的形式来定义 n - 形式的回拉. 

例 8.7.2 映射 x ， y 和 p 如例 8.7.1 所述： 



我们有 

( p*dx = d (< p * x ) = d(r cos 6) = cos 6 dr — r sin Odd ^ 
fdy = d « y ) = d(r sin 9) = sin 9 dr + r cos Odd , 

注以上的公式相当于传统的微积分书上的以下形式的 公式： 

dx = d(r cos 6) = cos 9 dr - r sin OdO , 
dy = d(r sin 6) = sin Odr + r cos 6 d 6. 

这里我们认识到，回拉只不过就是（传统的）代入 而已. 同学们会认为 
回拉的写法比传统的代入写法似乎更繁琐了•但在 （第 14 及第 15 章) 



136 第 8 章多元微分学 


引进了高次微分形式及外微分算子后，同学们会发现，回拉的写法（和 
将来要引进的其他关于微分形式的运算结合起来）确实给我们带来了 

很多方便. 

命题 8.7.1 假设/是定义在 UcR n 上的可微实值函数， W 是 
由开集 VcR m 到开集 UcR n 的可微映射，则我们有 

(p*df = d«f). ( 8 . 7 . 8 ) 


证由 (8.7.2), 

+ df 

df = \ d ^ k dXk ' 

/c - 1 

设 W = (% …， V ? n )， 我们有 

y < 冲 k ) 

= f 異 0 ^ d ( X k 0l f) = Y] ^ ° pd ( 仰 ) • 

tl dxk t, dxk 

由一次微分形式不变性（参看公式 (8.3.1)), 上式右端等于 d (/。#)， 因 
此我们有 

( f*df = d(f ocp ) = d « f ). □ 

注本命题的结论是说：回拉的外微分等于外微分的回拉.这实 
际上是一次微分形式不变性（后者等价于锁链法则）用外微分语言的 
表述.它还可以推广到高次微分形式 上去. 这个推广在传统的微积分 
中却是没有的.这正是 E.Cartan 引进的微分形式语言的优点 • 

我们还有 

命题 8.7.2 给了在开集 [/ C R ” 上定义的（实值）函数 /( x ) 和 
1- 形式 

n 

uj = y ^ aj ( x)dxj = ai ( x ) dx \ + …+ a n ( x ) dx n , (8.7.1广 

j=i 

又给了由开集 V C R m 到开集 U C R n 的可微映射#和由开集 
WcR p 到开集 K C R m 的可微映射 V ，则我们有 


(^oipyf = « Of 


(8.7.9) 


和 
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( 診。 (pyu; = (ip* o ( 8 . 7 . 10 ) 

证因 

=〆《/) = « o W ， 

(8.7.9) 证得. 

为了证明 (8.7.10)， 设开集 UcR n 上定义的(实值）函数 /( x ) 可 
微，则由命题8.7.1， 


(pH = = d«tf>*f) = d[(^ o (^Yf] =( 矽。 

对于 1- 形式如 /, 根据 （8.7.5)， 我们有 

«_ = Wgd(m ^{rg)d[^{^})} 

=(0 。 ^Yadli^o (pYf] =( 矽 o (f)*(gdf). 


1 •形式 o ; 只是 形为滅 的 1- 形式之和， （8.7.10) 证得. □ 

综合（8. 7 . 9 )和 （8.7.10) 的结果，我们可以写下既适用于函数（常 
称为 0- 形式)，又适用于 1- 形式的回拉的以下 公式： 


o 十本 = (i/> o ^pY. 

8.7.2 一 次微分形式的线积分 

考虑 R 2 上以下的 1- 形式： 


a; = u; p = 


^( xdy - ydx ), 


(8.7.11) 


其中 p = 


• 应注意的是办和办是 R 2 到 R 的线性 映射: 
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而是 R 2 到 R 的如下的线性映射: 



我们知道,右端的行列式表示由向量 （ x , y ) 和 ( a , b ) 所张成的（有定向 


的）平行四边形的（带符号的）面积.故 



表示由向量 （ x , y ) 


和 （ a,6) 所张成的（有定向的） 三 角形的（带符号的）面积.它的符号是 
如下确定的：当向量 （: T ， y ) 通过不大于 7 T 角而转向向量 （ a ， 6) 的旋转 
’是逆时针方向的旋转时，面积非负，不然面积为负.在本讲义的以后的 
章节中还要将带符号的面积推广为带符号的体积并阐明它与微分形式 
语言的联系. 

设平面上某定向曲线（或称道路) r 由以下的参数方程 确定： 


r ： 


= 


y(t) 


， t 0 ^t^T. 


在参数所属的区间 ^， rj 上设分点 


亡0 < 亡1 < • • • <亡 n-l < 《 n 二飞 • 

这 (n+1) 个分点对应于曲线上的 (n + 1 ) 个点记为 


Pj = 


x (ij) 


■ ■ 

y(tj) 

■ ■ 


Vj 



以原点0及点 p , 和巧 +1 为顶点的（有定向的）三角形（带符号的）面 
积应为 

去 (％+1 — yj 工 j+i) = \ -Vj)- yA x j+i - x o)\ 

~ Wpjpj+i — Pj )* 


应注意的是， u ； h 是 R 2 到 R 的线性映射,上式两端表示的值恰是 R 2 
到 R 的这个线性映射在 P j +1 - p , 处的值.这个值恰等于由向量 Pj 
和 Pi+1 - p , 所张成的（有定向的）三角形的（带符号的）面积. 


§8.7 一 次微分形式与线积分 139 


直观上看，由原点0到曲线 r 所张开的（有定向的）扇形的（带 
符号的）面积应该是这些三角形的面积之和当分点 t 0 <t x < ... < 
in-l <tn = T 的小区间长度之最大者趋于零时的 极限： 

n — 1 

(有定向的）扇形的（带符号的）面积= lim ^2 (Pj-h 一 Pj), 

j=o 

右端的极限过程是分点 t 0 <•••<“ <t n = T 的小区间长度 
之最大者趋于零的极限过程. 

和定积分的定义 6.1.1 相比较，我们很自然地将这个极限看 成是一 
个沿定向曲线（道路) r 的曲线积分，记做 


这是 1- 形式 w 沿着定向曲线（道路） r 的曲线积分.传统的微积分教 
科书上称它为 U ； 沿着定向曲线（道路） r 上的第二类型的曲线积分. 

在物理学中， 一 个力场（例如，静电场、引力场等）常用一个定义 
在三维空间某区域上的取值于 R 3 的映射表示： 

m 

F { x , y , z ) 

㈠ G ( x , y , z ) 

右端的三维向量表示在点 ( x ^ z ) 处的场向量.由于三维空间某区域 
上的取值于 R 3 的向量场与以这个向量场的三个分量为系数的 1- 形式 
之间存在 一一 对应，又因为微分形式有许多运算便于操作，有时我们用 
以下的 1- 形式（而不是向量场）来表示这个 力场： 

u; p = F ( x , y , z)dx + G ( x ， y , z)dy + H ( x 、 y ， z ) dz } p = ( x , v : z ). 

设某粒子沿着定向曲线（道路) r 运动，作用在处于 P 点处的粒子 
上的力恰由上述 1- 形式表示 • 

设定向曲线 r 由以下的参数方程 确定： 
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在参数区间 [^ o ,71 上设分点 

to < h < …< t n -l <t n = T, 

这些分点对应于曲线上 ( n + l ) 个点 

讀 _ 

Pj = y { tj ) ， j = 0,…， n . 

K 

在粒子沿着定向曲线（也称道路） r 由点到点 P , +1 运动过程中，力 
场 。对它作的功近似地等于 

F { x j , y j , z j ){ x \ t j ^ l )- 啦)） + G ( x j ， y j ， z j )( y ( t j + i ) - y ( tj )) 

+ 丑⑷， yj ，: j ) ⑽ i + i ) - 啦 ))• 

当粒子沿着道路 r 由点 PQ 到点 Pn 运动时，力场 u ； 对它作的功应等 
于上述表示式之和的 极限： 

n — 1 • 

w = lim [ F { x j , y j , z j ){ x { t j+l ) - x { tj )) + G ^ x ^ y ^ Zj ) 

j =0 I . 

■ 

x (y(tj+i) - y{tj)) + H{xj,yj,Zj){z{t j+ i) - z(tj)) 

_ 

r 

=lim f ^p, (Pj+i - Pj )= 卜 
j=0 介 

右端的极限过程是分点 to<ii <-*<^1 < t n = T 的小区间长度 
之最大者趋于零的极限过程.这里又一次遇到了一个 1- 形式沿着一条 
定向曲线的曲线积分.力场的一个重要表现便是它给在力场中运动的 
质点所作的功.因为这些物理力场通常出现在微分形式线积分的计算 
中，我们看到了用 1- 形式，而不是用大学物理教科书上常用的向量场， 
表示物理力场所带来的方便. 

定义 8.7.4 假设道路 r 由以下参数方程 表示： 
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通常要求 a 在 [ i 0 , r ] 上是连续的.有时还要求在 [ t 0 , T ] 上是逐段连续 
可微的，即 [ i 0 , T ] 上有有限个分点 

to < t \ < …< t n _i < t n = T , 

使得 a 在 [ f 0 , r ] 上是连续的，在每个小开区间= 1，…,… 
上是可微的.又设给定了 1- 形式 

LJ = lo p = f ( p)dx 4- g { p)dy + h ( p ) dz . 

通常要求 /，s 和^是连续的 . w 沿着道路 r 的线积分定义为 

r ^ 

j^ = iim (p，+i— pa 


其中 


Pj = Oc { tj ), ^0 < <1 < < «n-l < t n = T , 

而极限过程是指满足以下条件的极限过程 



1 


- tj ) o . 


我们暂时不想讨论曲线积分存在的条件以及它与道路的参数表示 
的选择无关等问题了.我们只想不加证明地指出曲线积分具有以下很 
容易证明的三条 性质： 

(1) 曲线积分的线 性性： 对于任何两个 1- 形式 A(i = l ，2) 和对于 
任何两个常数 Mi = 1，2)，我们有 


J (Aia；i + 入 2 ^ ； 2 ) = Ai y u；i + A2 j 0J2 ； 

(2) 若道路 r 是由道路 r\ 后接道路 r 2 而连成的，换言之， r = 
r\ ur 2 , 且 r\ 的终点恰是 r 2 的起点，则 



(3) 若道路 r 和道路 r 是方向相反的同一条曲线，即 r 由定义 
4 l - T , - to ] 上的映射 f ^ a (- t ) 代表的，则 



142 第 8 章多元微分学 


道路 r 的参数表示是 

ol* x — x(t) y ol* y = y(t), a*z = z(t) (8.7.12) 

时其中 Y 是 a 的回拉.所给定的 1- 形式是 

a ； = u? p = f(p)dx + g{p)dy + h(p)dz. 

道路 r 上的点记做 p = p (0 = a (0, 它的分点是 

Pj = J = 0 , 1 ， • . . ， Ti ， 

对应于参数 t 的值是 


to < < • • • < t n -\ < t n = T ， 


则 


n 


^pj (Pj+i 一 Pj) 


/ =0 


n—1 r 

E 

7=0 


f { p ) dx { p j ^ i - p j )+ g { p ) dy { p j ^ i - p j ) + h ( p ) dz { p j + i - pj ) 


n 


E 

7=0 


n 


E 

7=0 


/(p)(x j+ i -xj) + g{p)(y j+ i -yj) + hip^zj^i -Zj) 


f(p)xj{t j+ i - tj)+5(p)?/j(^+i -^j) + "(P) 卻 j+i - ~) 


其中; = x ⑷)，％ = y ( tj),Zj = zitj ), = x ' Tj ^ y’j = yW 3 = 
而 丁 j ， CTj，Pj 是三个满足小等式 ~ < Tj ， CTj , < 0+1 的数.在 
a 是一次连续可微的条件下，上式之极限应为 



其中 

4>{ t ) = /( a ⑷ y ⑷ + P ( a ⑷) y ’(*) + h { a { t))z { t ). 


特别，当 


§8.7 一 次微分形式与线积分 143 


dF 




OF J dF 」 dF J 

& dx+ ~^ dy + H dz 


时，其中 F 是三元连续可微函数，也称零次微分形式, dF 表示零次微 
分形式（函数) P 的微分（当 o ; 表示力场时，称为力场的位势.这 
时力场 u ; 称为保守场.引力场与静电场等都是保守场).我们有 



:/(a ⑹ a /( t ) + . 9(a ⑴/⑴ + h { a { t )) z \ t)]dt 




dF 

dt 


dt = F { T )- F { t 0 ). 


(8.7.13) 


这是 Newton-Leibniz 公式在曲线积分上的推广.道路 F 是 一 根定向 
曲线， a ( t 0 ) 是起点， a ( r ) 是 终点. 起点与终点构成定向曲线 r 的边 
界集，且常常 约定： 终点为正，起点为负.把这带有正负号的两个点称 
为定向曲线 r 的定向边界，记做这样，在曲线积分上推广了的 
Newton - Leibniz 公式可写成： 


dF = F , (8.7.13)/ 

Jr Jot 

上式右端表示 F 在= { a ( T )(+) ? a ( fo )(-)} 上的值的代数和.在曲 
线积分上的推广了的 Newton - Leibniz 公式是以后要讨论的 Stokes 公 
式在一维流形上的特例. 

注意到方程 (8.7.12) 和命题 8.7.1( a * 与 d 交换的法则：= 
da *)， 有 


a *( dx ) = doc *( x ) = x ’ ( t ) dt , ot *{ dy ) = da *( y ) = y ’ ( t ) dt . 


a * ( dz ) = da *( z ) = z ( t ) dt . (8.7.14) 

回拉是一次微分形式到一次微分形式的线性映射，我们有 


a*uj = a * ( f ( p)dx + g ( p)dy + h ( p ) dz ) 

=f ( a ( t))x ( t)dt + g ( oc ( t )) y , ( t)dt + h ( a ( t )) z , ( t)dt = cj )( t ) dt ， 
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其中 

0(0 = /(a(i))x r (/) + g(a(t))y f (t) + h(a(t))z(t). 

由 （8.7.13) 之前的讨论，我们有 

r ^ rT 

/ cj = lim V u; p . [Pj+i - Pi] = / a*u;. 

片 j=0 人。 

定向区间 [to.T] 可以看成 映射： id [t0 , T] : [t 0 ,T] -⑹， rj 的像.代表道 
路 r 的映射是 a = aoid !t0 , T： . 道路可定义为映射，有时，道路也被理 
解为映射 的像： r = a([i 0 ,T]). 故上式可写成 

/ cj= / a"u;. (8.7.15) 

Joc([t 0i T\) J[t 0 ,r] 

这里我们再一次见到 a* 与 a 的映射方向相反的 公式： a 把右端积分 
道路映成左端积分道路，而把左端积分的被积 1- 形式映成右端积 
分的被积 1- 形式.所以 a* 的确应称为 a 的冋拉. 

在以上的讨论中，函数及微分形式的系数都是实值的，但函数及 
微分形式的系数取复值的情形在数学或数学的应用中也经常遇到.有 
时，甚至曲线积分的曲线是在复平面上的，因此曲线积分的曲线上的微 
元 dz = dx + idy 是复值的.这将在本讲义的第12章讨论复分析时介 
绍. 在本讲义的第10章中，我们要讨论二次微分形式的问题.在本讲 
义的最后儿章中，微分形式的概念还要推广到高次微分形式.到那时， 
Stokes 公式和回拉概念的重要性将会全面地表现出来. 

§8.8 习 题 

1. 设 n 是点 0 在 R" 中的一个开邻域，映射 f : n — it 是可微的， df s 
在 s = 0 处连续，且 f(0) - 0, dfo = L 试证： 

0 ) 3(5 > 0(|s| <(J=^||I-df 8 ||< 1/2). 

(ii ) 设 e € (0, S/4), 任选一个使得 |t| < e 的 t e R n .记 p(s) = |f(s) — t i2 , 
/C = {s : |s| < 如 } ，则尺是紧集， 在 K 上连续， p 在 K 上的最小值 将在尺 
的一个内点 So 处达到，因此有点 s 0 e K 。， 使得 dip(so) = 0. 

( 提 示： |s| =4e ^ |f(s)| = |s-(I-f)(s)| ^ |s|-|(I-f)(s)| 

^ 4s - sup ||I - rffu|||s| > 2e.) 

u€[0,s) 
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( iu ) Vh 6 R n ((f(So) ， t ) • (df 80 h) = 0), 其中 s 0 是 （ ii ) 中所述的 so . 

( iv ) f ( s 0 ) = t , 换言之， f ( K ) D B ( O ^). 

注这是反函数定理证明中第 （3) 步（也是最关键的一步）的一个替代证 
法.这里只用了初等微积分而未用 Banach 不动点定理.但应指出的是，这里用 
了有界闭球 K 的紧性，所以这个方法不适用于无限维情形. 

2.设 [/ 是点 x 。 € R m 的开邻域 ， f : — R n 是 C " 类映射 ， r > 1，又设 
映射 f 的导数（或称 Jacobi 矩阵） f'(x) 的秩对于一切 xeU 恒等于 fc . 试证： 
⑴将 R m 和 R n 的坐标向量的顺序作适当变换后，存在 xo 的开邻域 
0(X0 )， 使得映射 f 的导数（或称 Jacobi 矩阵) f'(x) 的左上角 A : 阶主子式在 x 0 
的开邻域 O ( x 0 ) 上恒不为零.本题的以下小题中永远假设 f 的 Jacobi 矩阵 
f ( x ) 的左上角 k 阶主子式在 xo 的开邻域上恒不为零. 

( ii ) 设映射 f = (/ l ， …， / n ) : ( XI ， …，: C m ) H ( yir - yVn ) 具有以下 形式： 


Pi = /l ( 工 1 ’ . • ’， ^m) j 


Vk = 八 (工 1 ， . • . ， Tm )， 

2/fc-rl = fk+1 ( 工 1， . •. ，工 m )， 


t Vn ― fn ( 工 1 ， • • • ，工 m ) ， 


则如下定义的映射 W = ( A , …， Pm ) : O ( X 0 ) — R m ： 

• • , X m ) = 

Uk = ffc(Xi ， … ， ： T m ) = … ， Xm )， 

I 以 /c+1 = ^fc+1 (^11 • • • i Tm) = 工 fc+1 ， 


^ — (工 1 ， • • • ，工 m ) = 

是 xo 的某开邻域 (5( X 0) 到 f ( d ( xo )) 的 CT 类的微分同胚，而 #((5( X 0；)) 是 
R m 中的开集. 

(提示：计算 V 5 在 xo 处的 Jacobi 行列式 det ^( xo ) 并用反函数定理 .） 
( iii ) 记 u 0 =<^( x 0 ) ) O ( u 0 ) 是包含在 c ^( O ( x 0 )) 中的 u 0 的一个凸邻域（不 
难看出，这样的 O ( u 0 ) 总可以找到，例如，选一个以 u 0 为球心的半径充分小的 
幵球)，映射 g= (仍，…，分 n ) = f : O(Uo) RJ 的分量表示是： 
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yi = /i op _ 1 (ui,." ， w m ) = 

Vk = ,Um) 

2/fc+l = fk+1 op -1 (Wl ， ". ， W m ) =Pfc+l(Ul ， ." ， W m )， 

、yn = fnO(f~ l {ui r - y Um) = 如 (Ul ， … ， Wm )， 

则 〜 

Vu = (ui, • • - ， u m ) G 0(uo)Vi G {1，.. • ， k}(gi{u\, • • •, Um) = Wt)* 

(提 示： 注意 （ ii ) 中 f 的定义 .） 

( iv ) 在 5( u 。） 上 （ Ui ) 中的 gfc + u "、 g n 不依赖于 w fc +1 ，…， u m ， 故映射 g 
具有 形式： 

[ V \ = 9 l { u \ r - , U m ) = Ui , 


i yk = 9 k{u\,-- ,Um) = Uky 

yk + 1 = 外 +1( 以 ,Ufc), 

‘yn = gn{uir ' ' yUm) = g n (iXl^-^Ufc). 

(提 示： 利用锁链法则， g /( u ) 的秩不大于 f ^^ U )) 的秩 fc . 再注意到 g 
的定义域 0( uo ) 是凸的，然后利用推论 8.2.3.) 

(V) 记 yo = g ( u 0 )， 在 yo 的邻域 g ( O ( u 0 )) 上定义 C 类映射 4 如下： 

(Vi =yi = t ^ i ( y ), 


Vk ~Vk = ^ k { y ), 

Vk-^i = yk+i 一供 +i(yi ， … ， 扒） = 分 fc+i(y )， 


[v n =yn- gn{yiy" 、 yk) = ^n(y), 

则 4 是点 yo e RJ 的某邻域 O ( y 0 ) C g ( d ( u 0 )) 到点 v 0 G 的邻域 

O ( v 0 )= 別以丫。)）的类微分同胚 • 

(提 示： 计算診在 yo 处的的 Jacobi 行列式，并用反函数定理 .） 

(vi) uo 有充分小的邻域 O(uq) C O(u 0 ), 使得映射 xpoio ^- 1 : O(uo) — 
RJ 具有以下 形式： 
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(vi = (jpofo (^ _l )i(u) = m, 


I 叫 =(4 ◦ f o = u k) 

Vfc +1 = (^of ov? _1 ) fc+1 (u) =0, 


= ( l /> 0f 0 (^ _1 ) n ( u ) = 0. 

(提示：利用 （ iv ) 和 （ v ), 让 O ( uo ) = g _ l (0( yo )).) 

( vii ) 当 fc = n 时，点 y 0 = f ( x 0 ) 是 f ( U ) 的内点. 

( viii ) 当 A : < n 时，则在点 x 0 的某个小邻域上有 YW \ n - k 个等式 成立： 

fi(Xl, … ， x m ) = gi(fi (XI ，…， x m ), …， fk(Xi, …， x m )), i = fc + 1 ， … ， n. 

(提示 •• 注意 （ ii )，（ iii ) 和 ( iv ).) 

( ix ) R n 有线性子空间 M 和爪，且 R n = N ! + N 2 ={xi + x 2 : xi € 
Nu x 2 € N 2 }, N x H N 2 = {0}. 换言之， R n 是线性子空间 M 和 iV 2 的直接 
和： R n = Ni ㊉ N 2 , 其中 diinTVi = k . 定义映射 : M 和 f 2 : t / — iV 2 , 

使之满足如下 条件： 

Vx € U(f(x) = fi ( x ) -f f 2 ( x ), fi ( x ) G M ， f2 ( x ) € N2 ). 

换言之， fl = A 0 f 和 f 2 = 7T2 O f , 其中 TTi 是 R n 沿着 AT 2 的方向到 M 
上的投影，而 tt 2 是 IT 沿着爪 的方向到爪上的投影，则有开集 O , 使得 
X0 € O C J /, 并具有以下 性质： 

( a ) fi ( O ) 在 M 中开； 

( b ) Vni € fi (0)3 唯一的一个 n2 E N2[ni + 112 € f (0)). 

(提示 ：利用 （ iii ) 和 （ iv ): (当 （ i ) 的最后所述的假设成立时）让爪表示 R n 
中前个（标准）基向量所张成的子空间，而 ] V 2 表示 R n 中后 （n - A :) 个（标 
准）基向量所张成的子空间 .） 

注1 把 R n 看成线性子空 间爪和 iV 2 的直接和.设映射 fi (0)^ AT 2 
定义为 

Vni € fi (0)(<^( ni ) = n 2 ), 

其屮 n l 5 n 2 恰是 （ ix ) 中 （ b ) 所述的〜，^，则#的图像是 f (0) 的子集.确切 
些说， （ ix ) 的结论恰 是说： f (0) n ( fi ( O ) x N 2 ) 是定义在 fi ( O ) 上的某映射的 
图像.换言之，任何能用参数 y = f ( x ) 表示的 CT 类曲面总可以局部地看成某 
c r 类映射 fi ( O )- iV 2 的 图像： 
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f (0) fl ( fi (0) x N2 ) = {ni - I - c ^( ni ) : ni G fi ( O )}. 

注 2 结论 （ iv) 是反函数定理的加强形式 （当 n = m = fc 时， （ iv) 就是反 
函数定理 ). (vi) 称为秩定理，也有文献把 （ ix) 称为秩定理的. 应注 意的是 ： （ iv) 

非常有用. 

注 3 仿照线性相关和线性无关的概念，可以引进如下函数相关与函数无 
关的概念. 

定义 8.8.1 连续函数组 

, 1 ( 工 1 ， … ，工 m) ， … ， … ， Xm) 

称为在点 xc = ( x 01 ，...，: r 0 m ) 的邻域内函数无关（或称函数独立)的，如果对于 
任何定义在点 

yo = (2/01 ， … ,2/On) = (/l( x 。 ) ， … ， /n(Xo)) = f( x o) 

的邻域中的连续函数只要等式 

F(fi(x 

在点 x 0 的某邻域中成立，必有 F ( y lr • • , yn ) 三0在 y 0 的某邻域中成立.非函 

数无关的连续函数组称为函数相关的. 

(vii) 和 (viii) 告诉 我们： 对于光滑函数组 

/l(Xi，• • • ， Xm), • • • ， /n ( 工 1 ， • • • ，工 m )， 

当 A : = n 时，函数 无关； 当 fc < n 时，函数相关. 

3. 设映射: [0, 00 ) x ([0,7 r ]) n 一 2 x [0,2 tt ) — R n 定义 如下： 

其中 

r 

x\ = r cos^i, 

X2 = r sin pi cos ^2 , 

i .. .. 

x n -i = r sin pi sin ip2 - - - sin v? n -2 cos 
x n = r simpi sin #2 … sin ^p n — 2 sin 

伞称为（同一点的) n 维球坐标到 n 维直角坐标的 映射. 又设 F = (&，•••，&)， 
其中 
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Fi(xi, … ， x n ， r ， pi ， … ， (^ 一 ）= r 2 — （ x? + X2 + …+ x 2 n ), 

厂 2 ( 工 1 ， … ， T „， r ， pi ， • • • ， v? n 一 1 ) = r 2 sin 2 pi — ( or ! + • • . + rr ^), 

^ ^3(x1,-•* ,x n ,r,•• - = r 2 sin 2 pi sin 2 #2 — {x\ +- h x 2 n ), 

Fn{xi, ••• ? x n , r , (/?!,• ••, V?n- 1 ) = r 2 sin 2 (fi … sin 2 (^ n -i - x 2 n . 

试证： 

( i ) 假若工 l , …， x n 和 r ， 沪 i，".，n 分别是（同一点的) n 维直角坐标和 
n 维球坐标，换言之，它们满足本题开始时所述的方程组，则有 


F ( xi ,--*, x n , r ,( l p l ,--* ) v ? n _ i ) = 0； 

(ii) 以下恒等式 成立： 


dFi 

dF x 

dFy 

dx\ 

8x2 

dx n 

dF 2 

dF 2 

dF 2 

dx\ 

dx2 

dXrt 


dF n 

dF n 

dF n 

dx\ 

8x2 

dx n 


= (~l) n 2 n a：i - --Xn 


=(― l) n 2 n r rl sin n_1 sin n _ 2 92 … sin <p n ~\ 

X COS ipi COS … COS (p n _i ； 


(iii) 以下恒等式 成立： 

I dF l df\ dFi I 


dr 

d'^pi 

d<Pn-l 

dF 2 

dF 2 

dF 2 

dr 

dpi 

知 n - 1 


dF n 

dF n 

dF n 

dr 

d<px 

difn-1 

a 


= 2 n r 2n — 1 sin 2n-3 ip\ sin 2 n 一 5 % … sin ip n -i 

X COS #1 COS ^2 • * * COS y?n-l ； 
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( iv ) 直角坐标相对于球坐标的 Jacobi 行列式等于 



(提示：用隐函数定理 .） 

4.设 G C R m 是 幵集. 函数/ : G — R 称为 n 次齐次函数，若 


Vx € R m VA € R(x e G , Ax € G /( Ax ) = A n /( x )) 
函数 / : G — R 称为 n 次正齐次函数，若 


Vx € R m VA € R(x eG y \xeG=> /( Ax ) = | A | n /( x )). 

函数 / : C — R 称为局部 n 次齐次函数，若对丁-任何 x € G ， 有 x 的邻域 C /， 
使得/在 t / 上是 n 次齐次函数. 

(i) 试证：若 G C R m 是凸幵集，则 C 上任何局部齐次函数是齐次函数； 

(ii) 令 L = {{x^y) 6 R 2 : x = 2, y 彡 0 }， 试证： K 2 \L 上的函数 





若 x > 2, y > 0， 

若 : c <2 且 y >0, 或 


在 R 2 \ L 上局部齐次，但非 齐次； 

( iii ) 试证： 若可微函数/ : G — R 在开集 GcR m 上是局部 n 次齐次的, 

则在 G 上/满足(关于齐次函数的） Euler 等式： 


X\ 


d[_ 

dx\ 


(Xl ， … ， Xm) H - + Xm 


df 


dx 


(Tl ， • • • ， 工 m) = ^■• 尸 ( 工 1 ， • • • ， 工 m); 


(提示：对等式 f ( tx ) = t n f ( x ) 关于 t 求导数 •） 

( iv ) 试证： 若函数 / 在开集 G C R m 上可微并满足 （ iii ) 中的 Euler 等式， 
则/在 G 上局部 n 次齐次. 

5. 我们愿意先将一元实值函数的临界点概念推广到高维映射上去： 

定义 8.8.2 设 U { x ) C R m 是 x 的邻域，映射 f : t /( x ) — R n 在点 x 
处可微.点 x 称为映射 f 的一个临界点，若 f ； ( x ) 的秩< min ( m , n ). 特别，当 
n = 1时，点 x 是映射厂 C /( x ) — R 的一个临界点，当且仅当 


§8.8 习题 151 


dl 

dxj 




0， j = 1，…， m . 


当映射 / : U { x ) — R 在点 x 的一个邻域内二次连续可微时，若 

df 


dxi 


但 


det 


dx\ 


0 ， j m, 


d 2 f 


doc yy \ 


d 2 f 




d 2 f 

dxl . 


/0 5 


则称点 x 是映射 f : j 7( x ) — R 的非退化临 界点. 

注上述由二阶偏导数构成的行列式称为映射/的 Hesse 行列式（英语 
为 Hessian ). 

(i) 设 U ( x ) C R m 是 x 的邻域，映射/ : U { x ) — R 在点 x 处可微，又设 
映射/ : C /( x ) — R 在点 x 处达到局部极大（或局部极小).试 证：点 x 是映射 
f 的一个临界点. 

( ii ) 设/ : B (0, r ) — R 是闭球 B (0, r ) 上的实值连续函数，在开球 B (0, r ) 
上可微，且在球面 B (0, r )\ B (0, r ) 上恒等于零. 试证： 开球 B (0, r ) 内必有临 
界点. 

(iii) 二维单位闭圆盘 B (0,1) 上的三维向暈值函数 g : B (0, r) — R 3 定义 

x 2 -j-y 2 - I 
x(x 2 -\-y 2 - l) • 
y{x 2 + y 2 - 1) 



试证： g 在二维单位闭圆盘 B (0,1) 上连续，在二维单位开圆盘 B (0,1) 上可微， 
在一维单位圆周 {( x , y ) G R 2 : x 2 = 1} 上恒等于零，且在二维单位开圆盘 

B (0，1) 内无临界点. 

6.设 [/( x ) C R m 是 x 的开邻域，映射/ : C /( x ) — R 属于 C n ( C /( x )), 且 
[ x，x + h ] C U ( x ), 其中 h = (/ u ， …， h m )， 则有以下形式的 Taylor 展幵： 

:! 1 

/(x + h ) - /( x ) = ― { h \ D \ + …+ hmD m ) k f ( x ) -h r n ( x , h ), 

k=l 

其中 



(l 一 V - 1 

(n — 1)! 


( hiD \ + • • ♦ + hmDm) n f (x th ) dt . 
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试 证：在 ( xo . yo . zo ) 的某小邻域内，由隐函数方程 

/( x ， y ， 2 ) = 0 

定义的三个函数 x ( 2 /， 2 )， 2 /(: r , 2 ：) 和 z { x : y ) 满足方程: 

dz dy dx _ 

■ — 1 • • 1 — 11 ~ 1 J . 

dy dx dz 


以上形式的 r n ( x , h ) 的表达式称为 Taylor 展开的积分余项. 
7.设 /( z ， y) = (y- x 2 )(y- 3 x 2 ) •问: 

⑴原点 0 = (0,0)是/的局部极值点吗？ 


(提 示： 两条抛物线2/ 


0和 y _ 3/ = 0将 R 2 分割成三个区域，考 


虑/在这三个区域上取值的符号 

( ii )/ 在每一条过原点的直线上的限制，看做一元函数，是否在原点达到局 
部极值？ 

8. R 3 上的坐标函数是 


x 


y 


y 




y 


由 r 3 到 r 3 的（球坐标到直角坐标的）映射^定义为 





_ r . 

、 


r sin 6 cos 矽 


X 


6 


— 

r sin 6 sin V ； 

— 

y 

l 

• xj)- 

) 


r cos0 


Z 




• T m 


f 

• r • 


r 

■ r - 


( p m X 


6 

=? ip * y 


9 

=? 


e 



V 

jj • 

/ 





■ - 

/ 


? 


ip 寧 dx =? (f’dy =? ip’ dz =? 

9. (i) 设 f/ C R 3 是开集， / e C 3 (t/), (x 0 ,2/o,zo) € L \ /(x 0 ,yo, 2 o) = 0, 




(x > y 1 z)=(xQ } yo y z Q ) 


f dJ _ 

dy 


(x ， y ， z) = (x 0 T y 0 ,2 0 ) 






{ x f y } z ) = ( x 0 , y 0 , zo ) 


y 


m 


b 


问及 R9/I9X 
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( ii ) 对于以下的 Clapeyron 理想气体状态方程检验上述 结果: 


其中 C 是个常数. 


PV 

~T 


=C, 


( iii ) 试将上述结果推广到 n 维空间上去. 

10.设 f = (/ i ,/ 2 ) : t / — R 2 是一次连续可微的映射，其中 [/ C R 2 是开 
集，又设 f ( x ) = (/ i ( x ),/ 2 ( x )) 满足 Cauchy-Riemann 方程组： 


试证: 


df^^dh 

dx\ dx2 


dfi dh 



dx2 dx\ 


( i ) f '( x ) = 0 <=> detf '( x ) = 0 ; 

( ii ) 当 f 7 ( x ) # 0 时，逆映射广 1 在 f ( x ) 的某邻域内有定义,且在该邻域内 
也满足 Cauchy - Riemann 方程组； 

( iii ) 再设 g(y) = ( pi ( y ), P2 ( y )) : v 是一次连续可微的映射，其中 

V CR 2 是开集.又设 g ( y ) =(仍 ( y )， 02 ( y )) 满足 Cauchy-Riemann 方程组. • 

dgx _ dg 2 dg^ _ dg 2 
9y\ dy 2 y dy 2 dy: 

贝复合映射 fog 也满足 Cauchy - Riemann 方程组. 

11 . 设 GCRT 1 是开集.若 


VxG G 3 v ( x ) 6 R m , 



我们说， G 上定义了一个 （ m 维）向量场 v ( x ). ( m 维）向量场 v ( x ) 称为一个 
位（势）场，若有一个 G 上定义的数值函数 [/(X )， 使得 

v ( x ) = grad U ( x ). 


换言之， 


Vi €{ l , 




这时， - t /( x ) 常称为向量场 v ( x ) 的位（势）函数，向量场 v ( x ) 常称为函数 


U(x) 的梯度场.微分算子 grad 称为梯度算子 . 

⑴在 R 3 的点 a 处置有一个质量为 m 的质点，由 Newton 万有引力定律， 


它在点 x # a 处的引力场（引力场作用在处于点 x 的单位质量的质点上的力) 
是 


F ( x ) 


=— 



(X — a )， 
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试证： F(x) 在 R 3 \ {a} 上是位（势）场，试求出它的位（势）函数； 

(ii) 试构作在 n 个点 ⑹， VhCj)U = 1 ， …， 《) 处分别置有质量为 rnj (j = 

的质点组生成的 Newton 引力场(单点 Newton 引力场之和）和它所 

对应的位（势）场； 

( iii ) 试构作在 n 个点（心，化， G ) (j = 1， • • • ，幻处分别置有电荷量为~ (j = 
l ,..., n ) 的点电荷组生成的静电力场(静电力场作用在处于点 x 的单位电荷上 
的力）和它所对应的位（势）场. 

12. 设 C C R m 是 R m 中的开集，/ : G — R 是二次连续吋微函数， 
x = ( m ，.. •，: c m ) 是 R m 中的点 x 的坐标（分量） 表示. 由等式 




m 

E 


dx] 


( Xi ， • • • ’ 工爪) 


定义的微分算子 

j—1 J 

称为 Laplace 算子. 

( i ) 试证： 设 / :G — R 和 — R 是两个二次连续可微函数，试证: 


△ (/ 夕） = /Ac/H- 2grad / . grad g-h gAf, 


其中梯度算子 grad 定义如下: 


grad / = 



而 x . y 表示 x 和 y 在 m 维欧氏空间中的内积（点乘 )( 有时，也用 （ x ， y ) R ” 表 
示 x 和 y 在 m 维欧氏空间中的内积（点乘 ))• 

(ii) 试证： 


和 

特别, 


Vx G R m \ {0}Vp G C(grad(|x| p )= p|x| p - 2 x) 

Vx e R m \ {0}Vp € C (A(|x| p ) =p{p + m- 2)|x| p_2 ). 

VxeR m \{0}(A(|x| 2 - m ) =o). 
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注满足方程~ = 0的函数称为调和函数，故函数 | x | 2 _ m 在\ {0} 
上是调和函数. 

( iii ) 试证： 对一切 x € R m \ {0} 和一切 p € R ， 有 

△( l x l 7 7( x )) = | x | p A /( x ) + 2 p | x | p " 2 x • grad /( x ) + p(p + m - 2)| x | p -2 /( x ). 

( iv ) 又若 / 是 d 次正齐次函数，其中 d € R ， 即满足以下关系式的函数.•对 
于一切 A >0 和一切 x € R m ，有 

/( Ax ) = A d /( x ). 


试证: 


特别， 


Vx e R w \ {0}( A (| x | 2 — 2 d / w ) == w 


Vx e R m \ {0} (△(| x 「 m ) = 2 m | x | 


2— m—2d 


△/ ㈨) 


2 


(提 示：用 （ iii ) 和题 4 的(齐次函数的) Euler 等式 •) 


( v ) 设 / : [0, oo ) x R 


R 定义为 




1 




(2a\/7rt) 


exp 


x 


2 


4 a 2 i 


试证： / 满足以下的热（传导） 方程: 

df 


a 2 A /. 


13,设 


p { x ) = a{X 

i=0 


是实系数多项式， Co 是 Po (^) = (l^X 1 的一个单根，即 po ( Co ) = 0,但 Po{co) 7 ^ 

t =0 

0. 试证： 有巧 > 0 和 (5 > 0, 使得当 | a t - a ?| < |^ = 0，1，...，打）时，在区间 
(co - <5, co + J ) 内有 p(x) 的单根 c , R c 是系数 ao ， ai , …， a n 的 C 00 函数. 

(提示：用隐函数定理 •） 

14. 在量子力学中， 角动量算子定 义为以下的三维向量值微分 算子： 


L ^( L u L 2 , L 3)： C 00 ( R 3 )^ [ c °°( r 3 , c 3 )' 


3 


( L /)( x ) = ( grad /( x )) x 


X 


dj _ 

dX 2 


工 3 


OX3 0X3 




c?xi dxi 


dl 

dX 2 


X \ 


GR 3 . 
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对于两个由某线性空间到自身的线性算子 A 和 S ， 4和万的换 位算子 定义为 

[^1, B ] = AB - BA . 

⑴试证： 

[ L \ y L2 ] = ^ 3 ? [ L2 , L3 ] = L \, [ L3 , Ll ] = L2 - 

( ii ) 以后把 L = ( M ， L 2 ， L 3 ) 看成为 C °°( R 3 , C ) - fc °°( R 3 ， C 3 )] 3 的算 
子，记 

H = 2 iI /3 ，X — Li + iL 2, Y — — L \ + i />2 - 

试证： f \ 

{y = (x a -ix 2 )A_ X 3^ + i^j, 

ix = (x 1 + ix 2 )A_ X 3 ^_i^, 

[ H , X ] = 2 X , [//, Y ] = -2 Y , [ X , Y ] = H . 

( iii ) Casimir 算子 C : C °°( R 3 ) — C °°( R 3 ) 定义为 

1=1 

试证： [ C , L ] = 0 (i = l ,2,3). 

( iv ) Euler 算子 E : C °°( R 3 ) — C °°( R 3 ) 定义为 

3 、 

E { f )( x ) = ( x , grad /( x )) = ^ Xi ^-( x ), 

1=1 1 

算子 I . I 2 : C °°( R 3 ) — C °°( R 3 ) 定义为 

(I . | 2 /)( x ) = | x | 2 /( x )， 

试证： 

-C + £(£ + /)-|-| 2 A. 

( v ) 试证： 

C = I (Xy + YX + l - H^j =YX + ^ H + -^ H 2 . 

15. 设 a = ( ai ， …， a n ) 和 /3 = (/3 i ， …， /3 n ) 是重指标， R n 到自身的恒等 
映射记做 
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X = ,X n ) : (Xl，. • .，XrO (xi,--,X n ), 


换言之， 


Xj : (XI ，…， X„) ㈠ Xj- (j = 1，…， n). 


试证 ：（ i ) Xj ( x ) = dxj = = l ，...， n ). 

( ii ) 对于可微函数/，有 


df = 乞篆 dx j . 

J = 1 J 


注以上公式的形式早就为人熟知.但它的涵义和传统的解释 不同： 现在 
公式左右两端都代表线性算子，公式左右两端的传统解释是无穷小量. 

( iii ) 映射的导数在0 点的值是 


D a x^(0) = 


a !， 若 a = /3, 
0 ,其他情形. 


( iv ) 设 a 是满足条件 | a |^ r 的重指标，则 


P(x) ~ iS. 

是满足以下条件的次数小于或等于 r 的唯一的多 项式： 对一切 | a | < r 的 a ， 有 


D a P(0)-c«. 


注 ( iv ) 告诉我们；/的 r 次 Taylor 多项式是与/的次数小于或等于 r 
的导数在0点的值相等的唯一的次数小于或等于 r 的多项式. 

16. 设 x 0 e R 71 ，(5 > 0, B = B ( xo ^) 是 R n 中以 x 0 为中心5为半径的闭 
球，映射 f : B — R ' 又设 A : R n — R " 是非奇异线性映射 ， e € [0,1)，使得 

( i ) 映射 F ( x ) = x - A ( f ( x )) 是 B — R n 的压缩映射,压缩系数不大于以 

Vx，y € B (| F ( x ) - F ( y )| 彡 e|x _ y |); 

( ii ) |> lf ( xo )| ^ (1 - e ) S . 

试证： 有唯一的 x € B ， 使得 

f ( x ) = 0， 且 | x - x 0 | ^ -^— 1 ^( X0 )!. 

l — £ 
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(提 示： 利用不等式 | F ( x ) - x 0 K | F ( x ) - F ( x 0 )| 4- | F ( x 0 ) - x 0 |， 先证明 
F (5) C B •再用 Banach 不动点定理证明：方程 f ( x ) 0 有解 x . 又用关系式 
| v 4 f ( xo )| = | x 0 - F ( x 0 )| = |xo - x - [ F ( x 0 ) - F ( x ) j |， 便得最后的估计 .） 

17. 本题想用上题结果给出隐函数定理的一个（不借助于反函数定理的）直 
接证明.为此，重述隐函数定理中的 假设 ： D C R n + m 是开集 ， f : — R m 是 

C r 类映射， r ^ l , p = ( a , b ) en , 5 G £( R n , R m ) T £ £( R m ) 定义 如下: 

5(h) = df p (h,0), T(k) = df p (0,k). 

设 f ( p ) = f ( a , b ) = 0, 又设 T 可逆.试证： 

( i ) 对于任何 e E (0, 1 )， 一定有 5 > 0 和 r ? > 0,使得任何 x € B(a, /;) 和 
ye B(b,(5) 必满足以下三个关 系式： 

(1) (x,y) e n ； 

(2) VkGR m (|k- E|k|); 

(3) |T- 1 f(x ; b)|^(l-£)5. 

(提示：注意到开 ，有心 > 0 和仍 > 0, 使得任何 x € B ( a , rn ) 和 
y € B ( b , JO 必满足⑴.再注意到 |k — r - 1 df ( x , y ) ( o ， k )| = \ T - l ( df {&>h) - 
df ( x ， y ))(0， k )|， 有5 € (0,<5 i ) 和啪 € (0,7/1)，使得任何 x € B ( a ， r / 2 ) 和 y € 
B ( b , J ) 必满足 （2). 最后注意到 f ( a , b ) = 0,有 77 € ( 0 , 772 ), 使得任何 x 6 
B ( a , r ;) 必满足 （3).) 

( ii ) 设 E 是 f 过点 p 的等高（超曲） 面： 

E = {q 6 $*2 ： f ( q ) = f ( p ) = 0}, 

则点 p = ( a , b ) € R n + m 有个邻域 t /， 点 a e R n 有个邻域 W 和唯一的一个 
C r 类映射 g : W — R m ，使得 

E 门 17 = {(x,g(x)) : x e W ). 

换言之， f ( x ， g ( x )) = 0,且对于任何 x € W ， 有 

|g(x) — b| < -^-|T- l (f(x,b))| = - f(a,b))|. 

I — £ 1 — c 

由此证明 g 在 a 点处连续. 

(提 示： 用第16题 和⑴： 若让第16题中的4等于这里的 T ^\ 而第16题 
中的 f (.) 等于这里的 f ( x ，.)， 又第16题中的 x 0 等于这里的 b . 不难由 （ i ) 的 
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(3) 证明第16题的条件 （ ii ) 得到满足•由 ⑴的 （2) 和有限增暈定理证明第16 
题的条件⑴得到满足 

( iii ) 定义映射 m — R m 如下： 


只 ( x ， y ) = f ( x ， y ) — [ f ( a ， b ) + df( a ， b) (x - a，y — b )】 

= f ( x ， y) — df(a t b) (x — a，y — b )， 

试证： 

l ^( x , y )| = o ([| x - a | 2 + |y - b | 2 ] 1/2 ). 

(提不：用带 Peano 余项的 Taylor 公式 

f ( x ， y ) = df (a>b )(x - a，y — b ) + fl ( x , y ) = 5 (x - a ) + T(y - b ) + «( x , y ).) 

( iv ) 证明： g 在点 a 处可微，且 dga = - T _ l S . 

(提不：用 （ iii ) 并注意以下事实： 0 = ^(x — a )- fT ( g ( x ) — b ) + i ?( x , g ( x )).) 

( v ) 因映射 x — 邺 ⑽ (0，.)( 作为 a 的一个邻域到 m 行 m 列矩阵空间 
Mm 的映射）在点 a 处连续，必有％ > 0,使得 

Vxe B ( a ,77 3 )^( x , g ( x )) € [/, f ( x ， g ( x )) = 0,且 df ( x , g ( x )) (0, •) 可 逆). 

由此 证明 ： g 在一切点 xe B ( a ， rn ) 处可微，且 

rf gx = - T ~ : S X , 

其中 * S X € £( R ' R m ) 和 7； e £( R m ) 定义 如下： 

5 x ( h ) = df ( x ， g ( x ))( h , 0)，7 i ( k ) = df ( x , g ( x ))(0, k ). 

( Vi ) 试证： g 在一切点 x € 处 r 次连续可微. 

(提示：利用 （ v ) 中 dg x 的公式 •） 

18•设 p : C — C 是一个（复系数的) n 次多项式，且 n > 1. 试证： 

⑴ =°°，换言之 ， e R 3 L 6 R (\ z \ > L => \ p ( z )\ > M ). 

丨提 示:设 

p( z ) = 0 ， nZ n + . • • + ao ， fl n / ()• 
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利用关系式 

p ( z ) = + + …+ 涇 4).) 

y a n z a n z n J J 

( ii ) p ( C ) 是 C 中的闭集. 

(提示：若 limp(Zn) 存在，由 （ i)，Zn 有界.再用 Bolzano-Weierstrass 定理 
选收敛子列 

( iii ) 对于任何复系数多项式 p ( z ) = p(x + iy ) = pi ( x ， p ) + ip2 ( x ， y )， p ( z ) 关 
于复自变量 2 的导数定义为 

// x r p(z + h ) - p ( z ) 

㈣ ：把- 1 - ， 

hec 


则 


v \ z ) 


= na n z 一 + … + ai 


( iv ) 另一方面，我们有 

p ⑷ 


dpi . dp2 _ dp2 _ .dpi 

dx 1 dx dy 1 dy 


因而 pi ( x ， 2 /) 和 P2 ( x ， y ) 满足 Cauchy-Riemann 方程组 


dpi _ dp 2 dp 2 
dx dy ' dx 


dpi 

dy 


且有 


dpi dpi 


dx 

dp 2 


dy 

dp2 


dx dy 


Ip ’ ⑷ 


2 


提不：设 /i = /ii + i / i2 , 我们有 


li m P (之 + - P ( z ) = p { z ^ rhi )- p { z ) = Um p{z + \ h 2 ) - p { z ) \ 

h—^0 h hi — >0 hj /i2 — 0 i/l2 J 

( V) 〆 在 C 中至多有有限个零点 • 

(提 示： 任何多项式的零点的个数不超过多项式的次数，参看 §4.5 第13题 .) 
( Vi ) p ( C ) 在 C 中至少有一个内点. 

(提示 •• 利用 （ iv )， （ V ) 和反函数定理 .） 

( vii ) p ( C ) 的边界 dp ( C ) C p ( C ). 
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(提示：利用 （ ii ).) 

( viii ) e dp ( C )( p ; ( z ) = 0). 

(提示：利用反函数定理 .） 

( ix ) dp ( C ) 是有 限集. 

(提示••利用 （ v ) 和 ( viii ).) 

( x ) p ( C ) = C . 换言之，对于任何切 G C ， 有 2 e C ， 使得=扣•这就 

是代数基本定理. 

(提示：利用 §7.9 第35题 .） 

19. 考虑地球在太阳的引力场中的 运动. 在三维物理空间中选取这样的坐 

标系使得太阳置于坐标的原点，地球在时刻 t 的位置是 r (()， 太阳作用于地球的 
引力是 

u r ( t ) 

士丽， （8.8.1) 

其中 m 是地球的质量 ， k = GS 、 G 是引力常数， S 是太阳的质量，『⑴ = \ r ( t )\. 
由 Newton 力学的第二定律， 


d 2 r(t) 

dt 2 


k 


r ⑷ 


(翁. 


(0 记 




(工， y ，：)， 而 


试证: 


V^(r) = -km-. 

r 


—grad V = —km 


r ⑷ 


其中 grad 是梯度算子，重温它的 定义: 


(r ⑴) 3 , 


( 8 . 8 . 2 ) 


(8.8.3) 


grad V = 


dV dV dV 

dx ' dy ’ dz 


方程 (8.8.2) 可改写成如下 形式: 


m ~^T = 一 grad K (8.8.4) 

注方程 (8.8.3) 告诉我们，引力场 （8.8.1) 是（某个）函数的梯度，凡是等 

于某个函数的梯度的力场称为保守力场.引力场 (8.8.1) 是保守力场， V 称为引 
力场 (8.8.1) 的位势. 

( ii ) 试证： 
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换言之 , r x f 是个不依赖于时间 i 的（常）三维 向量. 

at 

注 （ ii ) 的结论称为角动 量守恒 定律. 

( in ) 地球的运动轨迹在一个平面上. 

(提 示： 地球在一个过原点（太阳）且与常向量 r x | 垂直的平面上 •） 

( iv ) 在下面的讨论中，我们把常向量 r x ^取作坐标系的 2 轴，地球的运 
动轨迹在: ry 平面上.在: cy 平面上引进极坐标 

r(t) cos 9{t) 
r(t) sin $(t) 




试证； 

爪卜⑴/ = M ， （8.8.5) 

其中 M 是个不依赖于时间 t (但依赖 7 1 初条件）的常数. 

提示： 先证明， 

dr(t) _ ( r(t) cos 9(t) - r(t) sin 6{t)0\t) \ 

dt y r ’ ⑴ sin0 ⑴ + r * ⑷ cos0 ⑷ 0’ ⑷ j 

再糊 ( ii ).) 

( v ) 试证: 

f ^ + V(r(t)) = E, 

其中五是个不依赖于时间〖(但依赖于初条件）的 常数. 

(提示：由 （8.8.4) 得到 


- d ~f 


d 2 r(t) _ dr(t) 
dt 2 dt 


• grad V. 



( vi ) 试证: 




2 





i /㈣ 
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t 提 示：由 （ iv ) 的提示中的公式得到 


( vii ) 试证: 




^2^W) +V ( T{t) ) =K 


(提不••用 （ vi ) 和 ( iv ).) 
( viii ) 试证： 


( 8 . 8 . 6 ) 


d6 

~dr 



M 2 

2 mr 2 


+ km 



-i/2 


其中土的选取由 r 对 i 在该区间上是递增还是递减而决定. 

f 提示： 用方程 （8.8.5) 和 (8.8.6) 并注意到⑴中 V(r) 的具体表示式及 

Hi % (§ 58 题刪).） 


( be ) 设 r 0 是地球的近 日点 ： ro = minr (0. 当地球经过近日点后的半年内 
r 是 f 的递增函数，故 ( viii ) 的公式中的符号应为 “ + 在地球到达近曰点之 
前的半年内 r 是 i 的递减函数 ，故 ( viii ) 的公式中的符号应为 “一”. 试证： 


E 


2mrg ro 


0. 


( X ) 设 X = M/(rnr). x 0 = M/{mr 0 ) 是对应于近日点的： r 的值 • 0 在近 

曰点的值取为0,换言之，极坐标的极轴取在太阳与地球的近日点的连线上•试 
证： 



( xi ) 试证: 


=干 arccos 


x — km/M 

妒 m 2 / M 2 + 2£/ m )" 2 


x=M/(mr) 

x = M/ (mro) 



M 2 

km 2 



2EM 2 

fc 2 m 3 


1/2 

cos 0 + 1 
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( xii ) 试证： 当总能£ < 0( 地球便是这个情形）时，轨道将是个椭圆；当总能 
E^O (初速度很大的飞船便是这个情形）时，轨道将是个抛物线或双曲线.无论 
哪一种情形，太阳永远在轨道的一个焦点上.前一情形的物体（如地球）将永远 
在太阳系中运行；后一情形的物体（如初速度很大的飞船）将飞离太阳系. 

注太阳系中行星的轨道是椭圆曲线这个结论称为 Kepler 第一定律 .（ iv ) 

的结论称为扇形面积速 度守恒 定律，也称为 Kepler •第 二定律 • 这两条定律（以 
及另一.条定律）是从 Kepler 的老师 Tycho 和 Kepler 两代人长期观察而积累 
起来的大量的天文观察数据中由 Kepler 分析和总结出 来的. 有一次 ， Edmond 
Halley (即发现哈雷彗星运行规律的哈雷）向 Isaac Newton 提出 挑战： “您能 
否从太阳作用于行星的力是一个向着太阳并与太阳的距离的平方成反比的的假 
设出发，证明行星的轨道是条椭圆曲 线?” Isaac Newton 回 答说： “我已经完成 
了这一命题的证明 .，， Halley 要求 Newton 将证明以书的形式写出来，并愿意提 
供出版所需的 经费. 这就是 Newton 的划时代的巨著《自然哲学的数学原理》的 
由来.在证明过程中， Newton 发明了一种如今称之为微积分的新的数学方法 • 
但是， Newton 认为这种新的数学方法在逻辑上尚未严谨到足以发表的程度，在 
《自然哲学的数学原理》中他仍然用古老的（儿何的）方法去完成证明.本题的 
证明方法是在 Newton 工作的基础上后人用微积分的工具加以完善后得到的 • 
《自然哲学的数学原理》的出版在人类探索大自然奥秘的过程中是一个重要的里 
程碑,它开启了人类系统地以数学为工具去发掘大自然基本规律的绚丽事业.三 

百余年后的今天，这个宏伟的事业还在波澜壮阔地发展着 • 

20. 反函数定理（定理 8.5.1) 的结论只保证了函数在一点的邻域中有反函 
数，换言之，我们只知道函数的反函数局部地存在.下面我们要给出反函数整体 

地存在的一个充分条件. 

设是 R n 中的开集 ， f € ，且 df 在 f / 的每—点都是可逆线性映射， 

( i ) 试证 ： f : — V 三 f ([/) 是微分同胚，当且仅当 f 是单射 • 

(提 示： 用反函数定理 .） 

为了下面讨论方便，先引进一个概念： 

定义 8.8.3 设 f : R ” — R n 是一个连续映射，还设 Z 是个连通拓扑空 
间，0 : Z — R n 和 A : Z — R n 是两个连续映射，且 f 0 A =少，则01称为 

沴(关于 f ) 的提升 ( lifting ). 

( ii ) 设 f : R n — R " 是一次连续可微的映射，又设 

Vx E 
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还设 Z 是个连通拓扑空间， A ， cf > 2 ： Z ^ K n 是两个连续映射.最后假设有一 
点2： € Z ， 使得 — 0 2 ( Z )， 且 f 0(^ = f 0<^ 2 . 试证三 0 2 . 换言之，同 
一个映射的两个关于 f 的提升，只要在某一点的值相等，必恒等. 

(提示：令 

A = {wez ： (p^w) = (/ > 2 ( 切)}， B = {w e z ： 4> l (w) / 0 2 (^)}. 

不难 证明： A 非空 且闭. 若 tx ; €态由所给的条件 Vx € R n ( dfx 可逆)，利用反函 
数定理，点 = cf> 2 (w) 有一个开邻域 W ， 使得 fk : W — f ( U 0 是微分同 
胚. 可以 证明： 切的开邻域 (/^( HOnw ^ wOc 九故 A 开.） 

(iii) 设 f : IT — R n 是一次连续可微的映射，又设 

Vx € R n ( df x 可逆)且 3K E RVx € R n ( Hc / f ^ 1 !! ^ A ：). 

再设 X e R 71 ，y = f ( x ). 试证： 对于任何 z € IT , 有一个一次连续可微的映射 
今：[0, 1] — R n ， 使得今⑼= x ， 且它是映射7⑷= (1 — t)y + tz 关于 f 的提 
升.由此我们得到 f 是满射. 

(提 示：令 


A = {ae [0,1] : 7 |( 0 , a ] 有一个[0, a 卜 R " 的提升今，使得氕 0) = x }. 

然后利用反函数定理逐步证明 ••（1) A / 0; (2) sup>l G A ] (3) sup A = \. 为了证 
明 （2) 先应证明 7 是 Lipschitz 连续的 : 有常数 M 使得|今⑷-今 ⑴I < M\t-s\. 
后者的证明要用到条件 ||rff x — M K 及有限增量定理 .） 

为了下面讨论方便，再引进一个 概念： 

定义 8.8.4 连续映射 7 : [0, 1] — R " 称为 IT 中的一条回路(或称封闭 
曲线)，若 7(0) =7(1). 

( iv ) 设 f : R n — IT 是一次连续可微的映射，且 

Vx € R n ( df x 可逆)，又 RVx € R" (|| df x 一 1 1| <' K ) • 

还设 f ( x ) = 0,而 7 是起点为0 = f ( x ) 的 R n 中的 回路 , Z = {(乙 5) :0 < 5 ,^ 
1}，映射0 : Z — IT 定义为 0( M ) = W ⑴.试证；映射0有一个（关于 f 的) 
提升 ^ : Z R n , 使得 Vt € [0, = X) ， 且 0(0,1) = 0(1,1) = X. 

(提不：构造映射 0 t :[ O ， l ]— R n , 0 t (. s )=0(^ s )=57(0- 0 t 是连接 0 和 
7 ⑴的直线段.由 （ ii ) 与 （ iii ), A 有唯一确定的一个（关于 f 的）提 升心使 
得 &(0)= x •令 ^ s )= 4 > t ( s ). 由反函数定理易见，是连续的.剩下 
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应证明的是映射也⑴ =$( M ) 是一个以 x 为起点的回路.为此，令4 = {a € 
[0, 1] : Vs G [0, a ] (映射沴，是一个以 x 为起点的回路 )}• 然后证明： （1) 

(2) sup>l € A \ (3) sup A = 1.) 

( v ) 设 f : R n — R n 是一次连续可微的映射，又设 

Vxe R n ( df x 可逆)且3尺 € RVxG R n (|| dfx 1 H ^^)- 

试证：任何起点为 y = f ( x ) 的 R n 中的回路 7 必有一个起点为 x 的 R u 中的 

回路今为它的提升. 

(提示：由 ( iv )， 令邓) =办,1).) 

( vi ) 设 f : R " — R n 是一次连续可微的映射，又设 

Vx € R n (dfx 可逆)且 RVx € R n (|| cif x - 1 ||^ J ftr ). 

试证： f 是单射，结合 （ iii ) 的结论， f 是 R n — R 71 的微分同胚. 

(提 示： 设 x ， x ' e R " 使得 y = f ( x ) = f ( x ')， 则连接 x 和 x ' 的直线段在 

映射 f 下的像应是以 y 为起点与终点的回路 T 这个回路有唯一的一个回路为 

提升.故 X = X'.) 

注 ( vi ) 的结论称为 Hadamard-Levy 反函数整体存在定理 • 这个结果 

可推广到无限维的 Banach 空间的情形. 

21. 为了应用 Hadamard - Levy 反函数整体存在定理方便，我们引进 一 个概 

念： 

定义 8.8.5 映射 f : R n — R n 称为 严格单调的， 若存在数> 0,使得 

Vx , y £ K n ((f ( y ) — f ( x )) . (y - x ) > fc|y — x ! 2 ) ， 

以上不等式左端的表示 Euclid 空间 R " 中的点乘，又称内积. 

由 Cauchy 不等式，对于严格单调的映射 f ： R n - R n , 我们有 

| f ( y )- f ( x )| ^ fc | y - x |, 

因而， 严格单调的映射是单射. 

⑴设一次连续可微的映射 f ： R n ^ R n 是严格单调的，试证： 

Vx,y € R n ( df x ( y ) .y 彡 ％| 2 )， 

其中的常数 fc 是严格单调映射定义中的常数 fc . 

(提 示： 由严格单调映射的定义， 

Vx，y e R n WR (( f ( x ~ My ) 一 f ( x )) • ( ty ) > M 2 | y | 2 ).) 
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( ii ) 设 L € £( R n ; R n ) 是正定的，即 


3 k > OVx € R n (( Lx ) • x > fc | x | 2 ) • 


试证： L 可逆，且 [ IL - 1 !! ^ 1/ k . 

(提 示： 用正定矩阵的标准形便得 .） 

注有时 （ ii ) 的结论称为 Lax - MHgram 引理.它在无限维的 Hilbert 空 
间中也成立.无限维的 Lax - Milgram 引理在一些偏微分方程的边值问题的存在 
性证明中很有用. 


( iii ) 设一次连续可微的映射 f : R n — R n 是严格单调的， 试证： 映射 f 是 
R n - R n 的一次连续可微的微分同胚. 


(提不：用 （ ii ) 和 Hadamard - Levy 反函数整体存在定理 .) 
注关于反函数整体存在定理可参看問，丨 12 j 和 fl8j . 
22. 设 x ， y € R'a 是重指标，/，^ G C | aI ( R n , R ). 


⑴ 试证: 


(x + y) a 


E 


x /^ y ° l ~^ 


a 


/3! (a-/?)! 


D°Vg) 


E 

/3^a 


D^f D a _3g 
( a -/3)!’ 


其中求和号 E 表示对一切满足条件 Vi e 的重指标求和. 

(提 示： 前一等式由函数 y y a / a ! 的 Taylor 展式得到.后一等式的左端 
是 A 的 Taylor 展式的 a 次项，右端则是/和分的 Taylor 展式的乘积的 a 
次项 .） 

( ii ) 下面我们用 （ x ， y ) 表示 x 与 y 的内积，试证 •• 


Vx,y € R n Vfc € NU {0} 




特别， 


Vxe R n Vfc 6 NU {0} 



提示： 利用函数 


(x,y) 


1.1 


在 


0 处的 Taylor 展式. 
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23. 设 M n 表示 n 行 n 列的实矩阵全体， M 2 n , n 表示 2 n 行 n 列的实矩阵 

全体.易见 A/ 2 n,n = Mn X M n . M n 可看成 R " 2 ，而 M 2n ,n 可看成 . 考虑 


映射 

和 


( i ) 记 v = 


g : A/2n，n ~^ Hn ， 



= AB 



f : Af n — M 2 n , n , f { A )= 
和11= 试证： 



dg v { h ) = XB ^ AY . 


(提示：将 g(v + h) 展开 .） 

注以上公式也可写成以下更熟悉的 形式： 

d ( AB ) =： { dA)B -h AdB , 

必须指出，上式中的>1， B 和出现在微分号下时，表示如下的三个 M 2 n,n - 
M n 的 映射： 

1 ⑵“， ab \ b )^ ab - 

( ii ) 试求： df A ( X ) =? 

( iii ) 利用 g 。 f (> l ) = A 2 , 试求： d ( A 2 ) =? 

24 .在 i ^ n 匕引进算子范数 1| • 卩(参看例 8.1.3) 后成为与 R " 2 同胚的完备 
度量空间. 

⑴设 || X || < 1，则 J + X 是可逆矩阵，且 

OC 

(/ + X ) -1 = J^(-l) n X n . 

n=0 

(提 示： 先证明右端级数在完备度量空间 M n 上收敛，然后以 J + X 乘上式 
右端的收敛级数的部分和，证明它收敛于厂） 

( ii ) 设 A € M n 可逆， X GM n 的算子范数足 够小.试证： A-f X 可逆，且 

oo 

{A-^Xy 1 = ^2{-l) n A~ l {XA- l ) n . 

71=0 

(提 示： 利用 （ i ) 和关系式（乂 + 久)一 1 = [(I + XA - l ) A \- 1 = A- l (I + 
XA ^ l y \ 只要 { I ^ XA - l y l 存在 •） 
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注物理学家常把以上展式称为 Born 展开 ， Max Born 是英国物理学家. 
他因给出了量子力学的统计解释而获物理学诺贝尔奖. 

(iii) 试证： GL(n，R)(n 阶可逆实矩阵全体）是 M n 中的开集. 

(提示 ： W4 e M n (A € GL(n ， R) <=> det A ^ 0).) 

(iv) 映射 （ inv) : GL ( n y R ) —► GX(n ， R) 定义如下： (inv)(^4)= 火- 1 .试 
证 •• inv 是 GL(n ， R) 到自5的可微映射，且对于任何4 e GL(n,R )， 有 

d>i(inv)(X) = - A ~ l XA . 

以上公式的另一个表达方式是 

d { A ~ l )^^ A -\ dA ) A ^\ 

其中微分号下的4与^ T 1 必须理解成映射，参看第23 题⑴ 的注. 

注以上关于 d { A ~ l ) 的公式被物理学家称为 Born 近似. 

(v) 设 i ㈠力⑷是 (-e，e) — GL(n，R) 的可微映射.令 

印)=蝴_)_】， 

其中 Z? 是个不依赖于亡的 n 阶矩阵，而 4(0) = /，且 4(0) =兄 试证： 

C» = [X，B]， 

右端的表不式[X， Sj 三 XS - 5又称为X和的换 位算子 (commutator). 
25. 假设 f/ c 是开集，映射/ : R" 1 — ft 是二次连续可微的. 

(i) 试证：过 m + 1 维空间 R^ 1 中的 m 维曲面 t 的 
点处的切面方程是 

y - ’( x 、 …， ’) =亡 (X J - 工勺黑 ( x 、 …， ’)• (8.8.7) 

j-i 

换言之，我们要证明以下两点 ： 

(a) 若 { x \^^ x m y y ) 满足曲面方程2/ = /(X 1 ， r m ) ，则（又 1 ，…，^' 
y ) = «•••,?， 2/) 满足切面方程 (8.8.7). 

(b) 若 （ X 1 ， .. •，叉 ' F) 满足切面方程 (8.8.7), 则当 （ X 1 ， … ， X m ) 在切面 

上趋于 H , Y - f ( X \. ■■, X m ) = - X,)^. 

我们要引进一个重要的概念： Legendre 变换,它在偏微分方程、变分法、力 
学与物理学中经常遇到. 
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定义 8.8.6 设 /(/, …，是 m 元的二次连续可微 函数. 由自变量 
( X 1 ，...，，）和函数 /( z 1 , …， x m ) 到自变量 （6, …， 6 n ) 和函数 / Kv . Jm ) 
的由以下两组等式确定的变换： 

^ = ^j(x L ， … ，： r m ) (j = 1 ， … ， m) (8.8.8)i 

和 

m 

r (6, • • • ， u ) = E _ f (工 '• • ■ ， ，） （ 8 . 8 . 8 ) 2 

j=i 

称为 Legendre 变换，其中等式 (8.8.8) 2 右端的 （ x 1 ，•••，，） 被理解成是由方 
程组 (8.8.8) i 所确定的（6,…，仏）的 函数. 因此,左端是（6,…， &) 的函数. 
注 ( i ) 中的切平面方程可写成 

m 

J =1 

其中自变量（6,…，“）和函数 r (6，...，6 n ) 是自变量（ X 1 ，…，，）和函数 
f ( x \ - - •，: r m ) 的 Legendre 变换. 这是 Legendre 变换的几何意义. 

( ii ) 试证：若/的 Hesse 矩阵的行列式（英语为 Hessian ) 非零，即 


d 2 f 

d 2 f 

d 2 f 


( dx 1 ) 2 

d 2 f 

dx l dx 2 

d 2 f 

dx 1 dx m 

d 2 f 


dx 2 dx l 

♦ 

♦ 

(次 c 2 ) 2 

學 

參 

dx 2 dx m 

# 

♦ 

齡 

/ 0, 

w 

d 2 f 

d 2 f 

d 2 f 

1 


dx ^ dx 1 dx m dx 2 ( dx m ) 2 


则 Legendre 变换是局部地有定义的. 

(提 示：定义厂 的等式（8.8.8) 2 右端中的 P (j = l ，...， m ) 应看成是 
^ (j = 1，…， m ) 的函数：后者是由方程组 (8.8.8) i 确 定的. 为了保证由方程组 
(8.8.8) i 能局部地解出 = l ，...， m )， 应利用反函数定理 .） 

( iii ) 试证： 

771 m 

df = [ ijdx\ df x3 狀 j. 

i=i i=i 

(提 示： 利用一次微分形式不变性 •） 
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( iv ) 试证：/ •⑼ = - /( x (0)) 及 /( O ) = -尸_)，其中 x 看成 $ 的函 
数，而 f 看成 x 的 函数. 反之，若 x ， t /, r 满足以下 等式： 

/•(◦) = _/( x (0))，/( O ) = —/•_)) 


^ ^ dx j , df m - ^ x j d $ 


则 x , / 到匕 / •是 Legendre 变换. 
( v ) 试证： ( D *( x ) = /( x ). 
(提示:利用 （ iii ) 和 ( iv ).) 


( vi ) 试证: 


/(x 1 ， … ， x m ) + m"，< m ) = ^ jX j 




df 


dx ^ 


r( 


( vii ) 试证: 


，’)， : 3 = 


• • • 


j ^ m ) 


d 2 f 

d 2 f 

{dx i y 

dx l dx 2 

d 2 f 

d 2 f 

dx 2 dx l 

• 

% 

(9 x 2 ) 2 

镳 

• 

• 

d 2 f 

• 

d 2 f 

dx m dx l 

dx m dx 2 

「 - 

d 2 r 


d 2 f 


dx l dx 


a 2 / 


dx 2 dx 


d 2 f 


( dx m ) 2 


d 2 f 


d 2 f 


(炎 i ) 2 d^ 2 


d^idi 


d 2 f 


d 2 f 


d 2 f 


d^i 咪 2 ) 2 




d 2 r 


d 2 f 


d 2 f 


L dimdb dirndl 


(D 


(提示：利用 ( vi ).) 
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( viii ) 假设 


，/是凸函数，即 


VA 6 [0, l]Vx ， yGR m (/(Ax + (1 - A)y) < A/(x) + (1 - A)/(y)), 

试证： 厂也凸. 

(提 示： 先证 / 是凸函数，当且仅当它的 Hesse 矩阵正定，再利用 ( vii ).) 

26.设 G 是 R m 中的凸开集， OeG ， 而 / — R 是 p 次连续可微映射 

其中 p > 1，且 /(0) = 0. 


( i ) 试证: 


/(x) = /( xi ， …，: r m ) = L 


Xi 



1 dl 

o dXi 


(tXi^ • • • , tXm^dt. 


提示： 利用等式 


/(x l 5 ...,x m )= / 1 d f^y- ： tXm) dt 

at 



o 


( ii ) 试证以下的 Hadamard 引理： 

3 仍 ， • •. ， € C (p - 1} (G)Vx € cf /( x ) = f ； o ： ⑼ (X )， 且 ^(0) 


d [_ 

dec % 


(0) 


提 示：令 


9i (工 1 ， • • . ， *^-m) 





1 df 

0 9 Xi 


* * *) t'X jyi) diy i — 1 j 


m 


本题的以下部分假设 f •• G — R 是三次连续可微映射，且设0是映射/ 
的一个非退化临界点. 

( iii ) 试证： 有连续可微函数 = = . , m ), 使 

得对于每个 x 6 G , 矩阵 


/iii(x) 


• ♦ ♦ 


h \ rn { x ) 


"ml ( X ) 


S 9 S 


^rnm (X) 


是非退化对称矩阵，且 


g ” w ” 胃 1 

Vx= (xi,---,x m ) G G /(Xi, …， x m ) = /(0) + ^ ^ XiX 3 h X j{x\,- - - , x m ) • 
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(提 示： 连续两次使用 Hadamard 引理（小题 （ii))， 再把二次型的系数对称 
化 .） 

(iv ) 假设点0在 R m 中的一个邻域 fA 中存在连续可微的双射 P : (A — 
R m ,x = y>(u) 和 m 2 个函数 (i = l，...，m，j = 1，. "，m)， 使 


得 


且 


det 


d(fi 

dui 




du\ 


dlljn 


dllm 



#0, 



mm 

/ o <p(U) = /(o) 土（以 I) 2 土…土 (u r -l) 2 4- UiUjHij(Ul, - - • ， u m )， 



其中 1 彡 r < m， 而连续可微函数 Hijiuir -^ Um )^ = = l，...，m) 

满足等式 Hij = Bji (i = 1, …， m, j = m ). 试证：至少有 ~* 个 //i;(0) 非 

零. 


(v) 试证： 适当选取 Jacobi 行列式非零的连续可微的双射 A 可要求 IJ rr (0) 
非零. 


(vi) 假设 Jacobi 行列式非零的连续可微的双射满足小题 （ iii ) 的要求. 
试证： 有点0的邻域 R C tA 和连续可微的双射V； : [/ 2 ^ R m , v =沴⑷)，它 


满足条件 


且使得 


det 



d^pi 

O^pi 

dui 

• 

dtlm 

• 

• 

• 

d^m 

秦 

• 

d^m 

• • • 

du\ 

du m 


/0, 


mm 

/ 0 P 0 岭 _1 (v) = /(0) 士 (Vi ) 2 :. ••士 (v r ) 2 + E E V\Vj Kij (Vl ， . . • ， Vm)i 

i=r+l j—r-f 1 


其中且仏连续可微. 


提示： 用配方法，在点0的某个连通邻域[/ 2 C CA 上有 N rr ( u ) / 0,令 



Uiy 


Vl^rrMI 


m 


i=r+l 


UjHir(u) 

//rr(u) 
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( vii ) 试证： 存在点0在 R m 中的一个邻域 V 和连续可微的双射 g : V 


R m ，使得 


det 


# 0 , 


且 


/°g(y) = /(o) - [(yi ) 2 + …+ {ykf + [(yfc+i ) 2 + • • • + (2/m) 


(提 示： 用归纳法 .） 

注 （ vii ) 的结论称为 Morse 引理. 

27. 本题和下面的第28题是为第10章习题中讨论超曲面的面积作准备的， 
也是为第12和第15章介绍流形及相关概念作准备的.题的内容很繁杂，但值 
得细心地完成它. 

我们先引进超曲面的概念 如下： 

定义 8.8.7 设 n 彡 2. 点集 M C R n 称为 R n 中的一个超曲面（或称为 
R n 中的 （n - 1) 维流形)，若对于任何点 p € M 有 r = r ( p ) > 0和一个三次 
连续可微的映射 F : B R n ( P ， r ) — R ， 使得 


Br« ( p ， r) n M = {y € Br« ( p ， r) •• F ( y ) = 0} 


(8.8.9) 


(注 意： 由此， F ( p ) = 0), R 


Vy € B R n ( p , r )(| VF ( y )|^0), 


( 8 . 8 . 10 ) 


其中 


VF ( y ) = grad F = 



dy 


dF ( y ) 

dy n 


( 8 . 8 . 11 ) 


是函数 F 在点 y 处的梯度（行向量) • 

( i ) 设点集 M c R " 是 R " 中的一个超曲面. 试证： 对于每个点 PGM , 
有点 p 在 R n 中的开邻域 W ， 点0在 R "- 1 中的一个开邻域 V 和一个三次连 
续可微的单射： 巾 ： K — IT 使得以下条件得以 满足： 

( a ) p =屯⑼; 

( b ) 对于每个 v = ( n ，• • • ， ^ n - i ) € K，（n - 1) 个 n 维（列）向量 


^^( v ) 


dv 


1 


⑽ ( v ) 

i 


办 i … Ji 

• • 

0 « 

镛 參 
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是线性无关的； 

(c)Mnw^ = {$(v)：ve V}. 

(提 示： 利用隐函数定理（定理 8.5.2).) 

具有上述性质 （ a), (b) 和 （ c) 的映射少和它的定义域 V 组成的二元组 
(少， V )对于研究超曲面 M (及稍后要引进的流形）很有用.为了今后讨论方便， 
我们愿意引进以下的概念. • 

定义 8.8.8 设 p G M, W 是 M 的点 p 在 R n 中的一个开邻域， V 是 
点0在 R n l 中的一个开邻域，映 射屯 ： V — R n 是一个连续可微的单射，使 
得以下三个条件 满足： 

(a) p =屯 (0); 

(b) 对于每个 V = ( 1>1 ，…， v n -\ ) € y ， （n - 1) 个 n 维 （列） 向量 

9屯 ( v ) 0 少 ( v ) 

dvi ' ' dvn-i 


是线性无 关的； 

( c ) Mnl ^ = {^( v ): v € K }, 

则连续可微的单射 < a ： v ^ R n 和它的定义域构成的二元组（少， V )称为超曲 
面 M 在 p 点处的一个坐标图卡，简称图卡. 

有了坐标图卡的概念， （ i ) 的结论可简 述为： 超曲面的每一点处都有坐标图 
卡. 

( ii ) 先引进超曲面 M 在点 p 的切向量及切空间的 概念： 

定义 8.8.9 设给定了点 pGM . 向量 v e R n 称为 M 在点 p 处的一个 
切向量，若有一个连续可微映射7 : (- e ， e ) — M ， 使得 7(0) = P 且7'(0) = v . 
M 在点 p 处的全体切向量组成的集合称为 M 在点 p 处的切空间，常记做 
T P (M). 

下面我们将证明关于切空间 T P ( M ) 的以下三条命题，其中第一条蕴涵了 
切空间 T P ( M ) 是 R n 中的一个 ( n ^ l ) 维线性子空间的论断，而另外两条是关 
于任何连续可微函数的梯度向量都具有的 性质： 

(1) 对于每个 y € B R n(p, r ) n iW ， 有 

Ty(M) = {w € R n : W 丄 VF ( y )}, 

因而， T y ( M ) 是个 R n 中的一个 ( n -1) 维的线性子空间. 
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I 提示：为了证明 T y ( M ) C {w € R 71 : w 丄 VF ( y )}， 只须注意以下 事实: 
对于任何一个连续可微映射7 : (- — M ， 有 


(▽F(y) ， 7’ ⑼) M = 盖 F ° l(t)] 



为了证明 T y ( M ) D {w e R n : w 丄 VF ( y )}， 对于满足条件 w 丄 VF ( y ) 的 



V ( z ) = w — 


(W ， Vf(Z))Rn 

| VF ( z)P 


VF ( z ). 


由 §7.9 第 37 题，以下常微分方程组的 Cauchy 问题有唯一的一个（局部） 解： 

7(0 = V(7(0) ， 7(0) = y. 

然后 证明： 这个解 7(0 具有以下 性质： 7 ； (0) = W 且 Vt € (- w)( 7 W e M )， 
其中 e 是某个正数.为了证明后一命题，只须注意 


F (7(0)) = 0,且 Vt €(-¥) 



dt 


F(7(0) = VF(7W)-VW = 0 



(2) F 沿着向量 VfyiVFI 方向的方向导数恰为 | VF |： 

^ vf /] vf |^( p ) = | VF ( p )|. 


(3) ( VF /| VF |)( p ) 是这样一个单位向量， F 在 p 点沿着这个单位向量的 
方向导数大于或等于 F 在 p 点沿任何其他的单位向量的方向导数的值. 

注对于任何使得 VF / 0的连续可微函数 F ， 上述命题 （2) 和 （3) 都成 
立.这两条性质是函数 F 的梯度 VF 这个向量的刻画.正因为有这两条性质， 
VF 被称为梯度. 

( iii ) 设二元组 (^, V ) 是超曲面 M 在点 p 处的一个坐标图卡.换言之，映 
射少 ： V — R " 是连续可微的，而 V 是 R "- 1 中的一个含有点0的开集， 
屯 (0) = p . 试证： 

T p (M) = d^o(R n ' 1 ). 

特别，以下 （n - 1) 个 n 维（列）向量构成了 T P ( M ) 的一组基 向量： 

⑽ (0) ⑽ (0) 

dvi 1 ^ dVn-l 
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(提 示: 设 ei ，…， e n - i 是 V 所在的 IT 1 — 1 中的一组标准基，令映射 7 , (0 = 
屮 0 々 )， N 6 其中 e 是个充分小的正数.由锁链法则， 7 ^ 0 ) = 视 0 ( ej)，j = 
1 ，…， n - 1，故 T P ( M ) D d ^ o ( R n _ 1 ). 反之，设 7 : (一 — M 是— 
个连续可微映射，使得 7(0) = P 且7乂0) = v ，则 7 =屮。屮一 1 0 7，故 
7 ’⑼：=挪 0 ((屯 — 1 。々/⑼)，因而 T P ( M ) C d ^ o ( R n-1 ).) 

注 ( iii ) 给出了切空间的另一 刻画. 有些书上以 （ iii ) 的刻画作为切空间的 
定义 • 

( iv ) 设 M = S ^ 1 = {x G R n : | x | 2 一 1 = 0} 是 R " 中的以原点为球心的 
单位球面 ， p G M . 试证： Tp ( M ) = {w € R n : w 丄 p }. 

注这个结论在 n = 2,3的情形是我们在中学学习几何时就已熟悉的.它 
告诉我们，现在给出的切空间的定义并不与中学学到的几何知识相矛盾，因而可 
以期望现在给出的切空间的定义是合理的. 

( v ) 试证：每个超曲面是可数个紧集之并. 

( 提示 ：利用 R n 满足第二可数公理的事实和 §7.9 第39题的结果，有 M 

的可数+集 { p ,}^ 和巧及正数 r ( Pj ) (j € N ) 是超曲面定义中的那个对应 
于点 Pj 的映射巧： B R 也 r ( Pj )) — R , 使得 

OC 

M C [J B R n( Pj ， r ( Pj )/2). 


设法证明， M = U{y €B R n ( Pj ,r( P> )/2) : F J (y) = 0}.j 

( vi ) 假设 M c R n 是超曲面 ， p € M ， 二元组（屯， V ) 是超曲面 M 在点 p 
处的一个三次连续可微的坐标图卡.换言之， V 是点0在 R "- 1 的一个开邻域， 
少 ： K — M 是三次连续可微的单射，还有一个 p 在 R n 中的开邻域 W ， 使得 


P =屮(0),且对于每个 v = ( Vl ， . •. ， v n ^ i ) € K，（n - 1) 个 n 维（列）向量组 

⑽ (V) ⑽ (V) 

dvi ) , dv n -i 


是线性无关的，而 

MflW ^ = {$( v ): v 6 V }. 

试证： 有一个二次连续可微的映射 n : V -^ S n - 1 ( S n - 1 表示 R n 中的以原点为 
球心的 （n - 1) 维单位球面），使得 n ( v ) 丄 Tw v ) ( M ) 且 


Vv G K [ det 


⑽ (V) 


⑽ (V) 


n(v) 


T 


>0 
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其中，方括号表示括号中的 n 个列向量（按所排顺序）构成的矩阵， n ( v ) T 表示 
行向量 n ( v ) 的转置. 

注1任何与切空间 T ^ ( V ) ( M ) 垂直的向量称为超曲面 M 在点屯 ( v ) 处 

的法向量，上述法向量 n ( v ) 是个单位法 向量. 

注2为了方便，上述单位法向量 n ( v ) 有时也记做 


n ( v ) = n (屯 ( v )). 


由于 v 和屯 ( v ) 所在的空间不同而屯是单射，这样的记法并不会造成误会. 
1 提示： 秩为 （n — 1) 的 n x (n - 1) 矩阵 

9^( v ) d ^( v ) 

I ■ ■ ■ ■ ••- 1 - ■ .1 

dv\ dv n ^l 


划去第 j 行后的 (n - 1) x (n - 1) 矩阵记为 M / v )， 则 f ： | detMj ( v )| 2 / 0. 
单位法向量 n ( v ) 可用下式定义 ： 


n(v) = ( 一 ” - : ^ - detMi (v), • - , (-l) n detM n (v)). 

|dctMj(v ) 卩 


当然，也可以通过超曲面定义中的 F 用以下方法定义 n ( v )： 


n ( v ) = 士 


▽ F ( p ) 

| VF ( p )| 5 


其中（士）应这样选取，使得 det … n ( v) T > 0. 可以证明，通 

■ 

过两个途径得到的 n ( v ) 是同一个向量 j 

( vii ) 邻域 K 和三次连续可微的 单射 ： ^ 和映射 n : V - S "- 1 

如 （ vi ) 中所述.定义映射 ^: VxR ^ R n 如下： 

屮 ( v ， 入）= 4^( v ) + An ( v ) r ，( v . A ) G V x R . (8.8.12) 


⑷试 证：映 射否的 Jacobi 行列式的绝对值有以下表达式 


Vv € V | J ^( v ,0)| = 


det 


d ^( v ) 

dv\ 


⑽ ( v ) 

dVn^l 


n ( v) T 


(5 屮 ( v ) 


? 


上式中的 
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<5^( v ) 


det 


5^( v ) S ^( v ) 

dvi dvj 




1/2 


d ^( y ) d ^( v ) 

dvi ， dvj 


R n 


表示向量和向量在 IT 中的内积.由 


此 ， Vv € K (抑 ( v ) 一 0). 


提示：由$的定义，有 


[々( v ，0)] 2 


det 


c ?^( v ) 

dv\ 


d ^ fjv ) 

dVn^l 


n ( v ) 


det 


⑽ ( V ) 

dvi 


\ 


T 


det 


⑽ ( V ) 

dVn-i 

n ( v ) 


谷屮 ( V ) 9 少 ( V ) 
dvi ， dvj 


9^( v ) 

dv\ 


⑽ ( v ) 
dv n 一 i 


n ( v ) 


T 


0 


(n—1) X 1 


R n / 


0 


lx(n-l) 


[ ⑽ (v)j 


注行列式 


det 


^( v ) a ^( v ) 


dvi dvj 

/ Rn / 

称为屮的 Jacobi 矩阵（注 意： 它是 n x (n - 1) 矩阵!）的 Gram 行列式. 

( b ) 试证： 对于任何的 vGV , 总可以找到一个 p ( v )>0, 使得映射否在 
B R n — 1 (少 ( V )， p ( V )) X (- p ( V )，/9( V )) 上的限制有三次连续可微的逆映射，记它为 




(0, F ) = (01，...且 
M fl [ B R n - i ($( v ),/9( v )) x (- p ( v ), p ( v ))] 




{y €B 


(^( v ), p ( v )) x (- p ( v ) ? p ( v )) : F ( y ) = 0} 


选取充分小的 r > 0, 使得 BRn (^( v ), r ) C B Rn - i (^( v ), /^( v )) x (— p ( v ), p ( v )) 
便有 

M n BRn (少 ( v )， r ) = {y E Br « (少 ( v )， r ) : F ( y ) = 0}. 
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换言之，由等式备一 1 = (© ? F ) 确定的 F 恰可扮演超曲面 M 的定义（参看定义 
8.8.7 中的方程 （8.8.9)) 中 F 的角色. 

(提 示：用 （ a ) 及反函数定理 .） 

注1和 （ i ) 结合起来，我们得到以下的结论：点集 M C R " 是个超曲面, 
当且仅当对于每个点 p € M ， 有点 p 在 R n 中的一个开邻域 VV 和 R n_1 中的 
点0在 R n l 中的一个开邻域 K 以及三次连续可微的单射：少 ：V — R n 使 
得 p = 少(0)，且对于每个 v = ( vi ， …， t ? n - i ) e K ，（ n - 1) 个 n 维列向量集合 

⑽ (v) ⑽ (V) 

dv\ ' ' dvn-i 

是线性无关的，还有以下关系式： 

Mnw ^={^{v) ： veV}. 

以后， R n 中的超曲面的这两种刻画方式（超曲面的定义（定义 8.8.7) 和上述充 

分必要条件）常交替使用，哪个方便用哪个 • 

注2因为映射$在点 （ v ，0) 的附近把 V 的法向量（因 V 是在超平面 

t = 0上，它的法向量就是平行于最后一个坐标向量（0,…，0，1)的向量）映成 
M 的法向量，且法向量上长度单位不变，映射$和它的定义域 VxR 构成的 
二元组 (5, V x R ) 称为超曲面 M 在点否 ( v ，0) 处的保（持）法（向量的）坐 
标 图卡 . 应注意的是，保法坐标图卡并非⑴的定义 8.8.8 中所说的坐标 图卡: 
前者是 n 维开集到 n 维开集的微分同胚，后者则是 （n - 1) 维幵集到 M 上的 
(n - 1) 维开集的微分同胚. 

注3超曲面 M 在任何点处都有保法坐标图卡这一事实对下面的第28 
题及以后的讨论至关重要 • 

(viii) 邻域 V ，三 次连续可微的单射： 少 ：V — M ， 映射 n : V — S 71 — 1 和 
映射$ : F x R — R n 如 （ vii) 中所述.设 veK, 对于 p=^(v) 有 r 和 F ， 使 
得方程 （ 8.8.9) 和 (8.8.10) 成立.让 （ vii) 的 （ b) 中的 p=p(v) > 0 选得充分地 
小，以保证以下两个关系式成立： 

B ^ n - iiv ^ p ) C V 且 ^(B Rn -i(v,2p)) C B R n(p,r/2). 

试证： 

V(t, A) G B R n - i ( v , p ) x (—p ， p)(F(^(t ， A)) = 士(屯 (t))j + 五 ( t ，A ))， 

其中杳是 (8.8.12) 中定义的映射，而 B ( t ， 入)满足不等式 |五 ( t ， A )| < CA 2 , 其 
中 C 是某个（不依赖于 A 的）常数. 
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t 提 示：由 5的定义和 Taylor 展开，我们有 


F 


j ^( t ， A )) 土 A 


▽ F (_) 

I ▽酬 t ))| 



= F (刚）士 AVF (^( t )) • + 0( A 2 ) 

= ± A | VF (^( t ))| + 0( A 2 ).| 


( ix ) 试证： 坐标图卡（少， V ) 中的 V 有可数子集 { v k :ke N }, 使得 


K = U B R n-l (Vfc, pfc/3), 
fc=l 

其中 pfc = P ( v fc )， 函数 p ㈠ 满足 （ vii ) 的 （ b ) 以及 ( viii ) 中所述的 要求. 
(提 示：用 §7.9 第 39 题的结果 .） 

28. 本题继续第27题的讨论. 

⑴沿用第27题中的记号 . vfc 和外如第27题中的 （ be ) 所述.记 


Bjt = B R n _ i ( Vfc ， p fc /3) 和 Rk = min { pi ，."， p fc }. 


我们用以下方法归纳地构造一串数 q 和一串 R n 中的紧集 K k (k = 1,2,...) 

s \ = /? i /3 和 K \ = B \ x [- e ^ i ^ i ]; 

当 q 和杓对于 j = 1，…， fc 已确定，定义 以 +1 和 K k + l 如下： 


ffc +1 


min(R k ^ u e k ,K k ) 

3 


其中 


f^k 


inf ||^( v )-5( t , A)|:vE B fc + i\[J ( t , A ) e K k 且 | v - t | > 


上式右端的是通过下式归纳地定 义的: 


^ k+l = Kk\J 


k 


b. + i WJbA X [—£fc+i, efc+i] 


■ 

J 



试证： Vfc € N(efc > 0). 
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( 提示:关键是要证明: VfceN (/ Cfc >0). 假设有个 fc , 使得 《： fc =0, 而 « j >0 (j = 

1，…， fc —1). 注意到 B fc+1 \ G Bj 是 R n - 1 中的紧集而 A 是 R " 中的紧 

_ 

集，故有 veB K n - i { vk -^\, pk + i ) 和满足不等式的自然数 m 以及点 
( t , A ) GB R n-i ( v mT /> m /3) X [—^ m ], 使得 ^( t , A ) = ^( v )€ M . 再注意以下事 
实： 由第 27 题的 （ vii ) 的 （ b )，^( t , A ) = ^( v ) e M => X = 0, 换言之， 
^( t ) = 屮 ( v ). 这与少在 V 上是单射矛盾 

( ii ) 仍沿用第27题及本题⑴中的记号. 试证 : Vfc 6 N (企在上的限制是单射) 
(提示：利用数学归纳原理证明这个结论.假设已知运在仏七' = I ,-**, A :) 

上的限制是单射.我们将在这个假设 K 证明： 系在 A \ +1 上的限制是单射.为此只 

需证明以下命题：若 （ v ， A )#( t ， 从且 （ t ，/ i)eA 而 （ v ， J \) € ( B fc+1 \ J B ^) x 

否 ( v ， A ) 尹运 ( t ，/ i ). (8.8.13) 

欲证明此命题，分两种情形 处理： 

( a ) | v - t | < ft fc + i /3 时，假设 m 彡 /c 使得 ( t ,/ x ) E B m x [-艺则 |v- 
V m ( < |v — t | + jt — v m | < Rk + i /3+ p m /3 < p m ， 故 ( v ? A ) € B R n-i(v m ，/? m ) x 

(_ Pm ， Pm ) 中.再注意蚤在 B R n - l ( v m , Pm ) x (- p m , p m ) 上是单射(参看第27 
题的 （ vii ) 的 ( b )). 

( b ) (8.8.13) 成立，且 |v - t | 彡 i ? fc +1 /3 时，我们有 |$( v ， A ) - $( t ,/ i )| > 
|^( v ) - ^( t ,/ i )| ~ | A | ^ fxk - € k-hl > 0.) 

( iii ) 仍沿用第 27 题及本题⑴和 （ ii ) 中的记号. 试证： 一定有一个下半连 

续映射 p :少⑺ — R ， x ㈠ p ( x ), 使得 Vx e Bfc \订 B ,. (0 < p ( x ) < 警)•由 
此，点集 

V = |( x , A ) : x € V .\ X \ < p ( x )| 

是 R n 中的开集，而且 

( a ) 由 (8.8.12) 定义的映射$在7上的限制是三次连续可微的微分同胚. 

( b ) V ={ v € R n-1 : ( v ,0) € V ). 

( c ) ^{ V ) = ^{ V ) r \ M . 

( d ) 对于 < H ( V ) 中任何两个不同的点 x 和 y ， 有 

(0 ， p(x))({x}(p)n{y}(p)n 砂 )= 0 )， 


其中 
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W(P) 






…纖 :|A|< p 


(e) 设 r 是 M 的有界子集，且 r C 屮 (K), 则有； 9 r > 0 ,使得映射运 
^ _ 1 (r)x (-^,pr)-R n 是单射，且 


Vx€f 


({ x }( pr ) C $( V )). 


提示： 用⑴和 （ ii) 的记号，如下定义 p(x )： 


k 


VA e NVx G Bfc \ |J Bj(p(x) = £k). 

29 . 矩阵可以看做欧氏空间 IT 到自身的线性映射•它的 
算子范数是如下定 义的： 

PH = sup \ Ax \, 

|x| = l 

而 / 的迹范数定义 如下： 



\\ A \\tr = J k }| 2 = VtrA T A. 


试证 : 


Pll ^ \\ A \\tv ^ Vn \\ A \\ 


( 提示：用 Cauchy 不等式 .) 


30 . 试证： 

(i) 设 u{x )V ) 是平面开集 G 上的二元二次连续可微函数，在以下的极坐标 


变换 


下， Laplace 算 -/ △ 


d ^_ 

dx 2 


a 2 

d ? 


x = r cos 
y = r sin (f> 

变成以下形式 


Au 


du 


d I du 、 d 

dr \ dr j + d(j> \ r dtp 


(ii ) 若 u{x,y) 在平面开集 G 上满足 Laplace 方程 At/ = 0 ,则函数 


♦ ， y) 


u 


2 7 ^2 


— ' (r 2 = x 2 -\-y 2 ) 
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也在 G ' 上满足 Laplace 方程，其中是 G 在关于球面 x 2 + y 2 = r 2 的反演 
映射 ( x , y ) »-> ( x / r 2 ， y / r 2 ) 下的像. 

( iii ) 设 u ( x ， y , z ) 是三维幵集 G 上的三元二次连续可微函数，在以下的球 
坐标变换 

x = rsinO cos 0， 
y = rsin 9 sin 0， 
z — r cos 9 

下， Laplace 算子 △ = 变成以下形式： 

l ： ( r2sin ^) + ^( sin0 S) + ^(iibli) - 

( iv ) 若 u ( x y y ^ z ) 在平面开集 G 上满足 Laplace 方程 Aw = 0,则函数 

v( ； r ， y ， 2) = > ( 含，咅 ， *) (r 2 = x 2 + y 2 + Z 2 ) 

也在 G ' 上满足 Laplace 方程，其中 G ' 是 G 在关于球面 x 2 + y 2 + 2 2 = r 2 的 
反演映射 { x , y , z ) ^ { x / r 2 , y / r 2 , z / r 2 ) 下的像. 

( v ) 若咖 1 ，工 2 ，" ，： n ) 在71维开集 G 上满足 Laplace 方程 Au = 0,贝 lj 

函数 

咖， a : 2 ，".，: c „)= ▲«($_，•••，_) ( r 2 = o^+d + … + 4) 

也在 G ' 上满足 Laplace 方程，其中 G " 是 G 在关于球面+…+ x 2 n = r 2 的 
反演映射 （ xi ,..., Xn ) — ( xi / r 2 ,***, x n / r 2 ) 下的像. 

*§8.9 补充教 材一： 线性赋范空间上的微分学及变分法初步 

在这一节补充教材中我们要介绍无限维陚范线性空间上的微分学，它是有限 
维线性空间上的微分学的直接推广.在有限维线性空间上有有限个向量组成的 
标准基，因而映射的微分在标准基下可以用映射的分量的偏导数组成的 Jacobi 
矩阵表示.这就是偏导数在传统的微积分中为什么扮演十分重要且方便的角色 
的缘由.无限维线性赋范空间上的基的概念可以有很多种定义，其中最重要的该 
推 Schauder 基 . 经过数十年的努力，人们终于认识到，并非所有的 Banach 空 


Au 


sin 0 
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间都有 Schauder 基.因此，无限维赋范线性空间上的微分学一般不假定空间有 
基，映射的微分将不可能用映射的分量的偏导数组成的某个无限矩阵表示.以偏 
导数为元的 Jacobi 矩阵将不再扮演有限维线性空间的微分学中那样重要的角 
色.但这并不妨碍我们建立无限维线性空间上的微 分学. 这样建立起来的微分学 
在经典力学、流体力学与量子物理中还很有用. 

8.9.1 线性賦范空间上的重线性映射 

在 §7.9 第 1 题中引进了赋范线性空间（也称赋范向暈空间或线性赋范空 
间）的概念，为了方便，今复述如下： 

设五是实数域 R (或复数域 C ) 上的向量空间（允许是无限维向量空间)， 

映射 


| • |e : — > R 

称为 E 上的一个范数，假若它满足以下三个 条件： 

( a ) Vx 6 E(\x\e ^ 0,且 | x |£； = 0 - x = 0); 

( b ) Vx £ EVA 6 R ( C )(| A . x|e = | 入 || x | e ); 

( c ) Vx,y € E{\x-\~y\£ < \x\e -h \v\e)- 

(五 ， I • | s ) 称为赋范向量空间(或称赋范线性空间，或称线性赋范空间).有 

时，当范数 Me 已在上下文中不言自明时，赋范向量空间 （ E ， H £) 也简记做 
E. 

我们还知道，在用以下方法引进度量 P 后，（£；， | • | E ) 是个度量空间 ( E ： p )： 


V ： r，y e E(p(x,y) = \x - y\ E ). 


假若这个度量空间 [E'p) 是完备的，则赋范线性空间 （ fi ,| . | E ) 称为 Ba¬ 
nach 空间.这是为了纪念对这个空间的理论首先系统地进行了研究的杰出的 
波兰数学家 Stefan Banach. 赋范线性空间（£,| • | E ) 称为无限维的，假若在 
任何有限个线性无关的向量 Xl ,...,x n G E 之外还可找到一个向量 x n+1 €尽 
使得 xi ,..., x n , x n + i 是线性无 关的. 无限维 Banach 空间在微分方程、函数 


论、概率论等领域中扮演着一个十分重要的 角色. 本补充教材只简单介绍定义在 
无限维陚范线性空间上，取值于另一个赋范线性空间的函数的微分学及其应用. 
因为实数域（或复数域）是实数域（或复数域）上的一维线性空间，所以我们的 


讨论将把定义在无限维赋范线性空间上取实数值（或复数值）的函数的微分学 
作为一个特例包含在内. 


为了以后讨论的方便，先将重线性映射的概念推广到无限维线性空间上去. 
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定义 8.9.1 设均 (j = l ，...， n ) 和 F 是实数域 R (或复数域 C ) 上的 
( n +1) 个线性 空间. 映射了 ：於 x … x £； n — F 称为重线性(确切些说， n - 线 
性）映射，若对于任何 j €{1，…，外 当〜 …，巧+1， • •. ，〜取任何固定 
的值时，映射巧 ㈠ T ( xi , _••，々，••.,〜）是个线性映射. 

当 n = 2时， n - 线性映射称为双线性映射. Ei x •.. x £；„ — F 的 n - 线性 

映射全体记做 £(£ ； !,...,En ； F). 

例 8.9.1 映射 >1 : R x … x R — R 定义为 …, x n ) = a • • • x „, 


易见 4 e £( Rx ... xR ; R ). 



例 8.9.2 映射 A : R n x R n — R 定义为 A(xi,x 2 ) = (xi,x 2 ) = xi -x 2 , 


其中 〈.，•> 表示向量的内积（以前也曾记做（•，•))•易见 A e C ( R n x R n ; R ). 

例 8.9.3 映射 A : R 3 x R 3 — R 3 ， A ( xi ， X2 ) = xi x x 2 , 其中 x 表示 
向量的 叉乘. 易见 4 € C ( K 3 x R 3 ; R 3 ). 

例 8.9.4 设 X 是实数域 R 上的 n 维向量空间， { ei ， •••，〜}构成 X 的 
一 组基.任何向量 x € X 有（唯一的）表示 ： x = x'ei +…+ /en .令 


4( X 1，…， x n ) = 


x\ x\ ••- X 1 } 

x\ x\ ••- X 2 





其中 Xj = x)e\ + •. • + xj 1 e n (J = 1，…，打).易见乂 € C{ X x - - x Xj R). 

n 个 

定义 8.9.2 设及，…， £； n 和 F 是 （n+ 1) 个线性赋范空间，重线性映射 
AeC { E u -- y E n ] F ) 的范数定义为 



sup 

XjeEj,\ 7 Lj\ E ^ 0 t 

j=l, …， n 


♦ 1，…， X n )| F 

Xi|e x * • • |x n |E n 


若 Pll <00, A 称为有界重线性 映射. C ( E U …， E„ ; F) 中全体有界 n- 线性映 
射组成的集合记做 L ( E lr • •，五 n; F). 

由定义8.9.2,不难看出， 


A(Xi ， … ， X n )| F < IIAIIIxiI^ ---IXnlEn 


和 
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Pll = SUp |A(xi,---,X n )|F. 

j = l , …， n 

例 8.9.1 到例 8.9.4 中的重线性映射都是有界重线性映射.前三个例子比较 

容易 检验， 留给同学自行 完成. 例 8.9.4 检验 如下： 行列式的重线性性是显然的. 
以下证明它的有界性 .• 


j(Xl ， • • • ， X n ) = 


x\ x\ ••- Xi 
x \ X 2 


X 


4 




其中 x ) = x)e\ + • • • 4- x^en, j = 1， •. • ， n . 用 Schmidt 正交化方法得到 


xi = k\f u 
X2 = k^fi -h 

\ X3 = A ： 3fi + fc|f2 4 - k^f3y 


( x n = + k^f2 + fc^f3 + ... + A ： JJf n , 

其中是一组正交规 范基： 


= 二 / Nfc，j = 1， …， n ， 

k=l 

右端的 ei ，…， e n 是 R " 中的标准基，而矩阵（片）是正交矩阵. 
易见，< | Xj |. 利用行列式的性质，有 


x \ x \ ••- Xi 

x \ x \ •.. xl 
4(X1 ， … ， x n ) = • 

• • 礞 

• • # 

工 n 怎 n • • • 怎 n 

/l fl ••- fl 

/i /I ••- f ? 




fl 


« • • 


/ n " 


= ± Ar } A ；2 ---fcn, 
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故 


|A(X1,--*,X„)| < |Xi||X2|-*-|x n 


我们顺便证明了它的范数不大于 1. 同学们可以试着证明它的范数恰等于 

8.9.2 连续重线性映射空间 

命题 8.9.1 设力€ C { E U 则以下三个论述 等价： 

(1) A € L(E lr - , E n ; F ); 

(2) 4 是及 x … x £； n — F 的连续映射； 

(3) A 在点（0, • • • , 0) € Ei x • • • x E n 处 连续. 


证 先证 ⑴ 


=>• (2) •设 

|A(Xi ， … ， X n )|〆 || 川 "XiIe! ".IXnlEn ， 


其中 ||A1| < OO . 我们有 

|A(X! + hi ， …， X„ + h„) - A(xi , …， X„)| F = ^ A(yi，，• • ， yn) • 


if 


其中求和号 E ' 表示对所有满足以下两个条件的 （ yu …， yn ) 求和: 

(i) 对于任何€ {1，…， n}，y， = X， yj = hj； 

(ii) 至少有一个 j 使得 y) = hj. 

易见，求和号 I：， 下含有 fc 个 j, 使得 yj = 心 的共有 ( 

( xi ,--*, x n ) 固定 ， max | hj | E _ < 1 时， 

1 彡 Xn 


项♦当 


|i4(xi + hi，• • • ， x n + h n ) - i4(xi，• • • ， x n )!F 


Jt=i x 


max 




max 

iO 


|hjkj 


其中 


M = \\A\\ 






是个不依赖于 （hi ，…， h n )( 但依赖于 （ Xl ，…， x n )) 的常数•⑴ 


(2) 证毕 


( 2 ) 


(3) 是显然的. 


最后证明 （3) 


(1). 任给 e >0, 有 <5 = 5⑷ >0,使得 


max |xj|£；. < S => |A(xi, •. • ,x n )|F < 
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设 yi ， …， yn 是 n 个向量.若至少有一个 yj = 0,则 A ( yi ,--*, y n ) = 0. 今设 
Vj e { l ,---, n }( y i #0) •记〜 = y ,7| yj |〜 则 

， 1 ， . • _， y n )k = w % 1 成 |我…， < se n )| F < £ iy - ik__JyniBn 

⑶4⑴证毕. □ 

注 §7.9 第2题的（ V )告诉我们，任何有限维空间上的线性映射都是有界 
的.这个命题可以推广为；定义在任何 n 个有限维空间乘积上的重线性映射都 
是有界的.这个命题的证明留给同学了. 

定理 8.9.1 设 Ej(j = 1，…, n ) 和 F 是实数域 R (或复数域 C ) 上的 
( n +1) 个赋范线性空间，则 ( L ( E 1 ,..., J E ： n ; F ) J ||.||) 是个赋范线性空间. 若 F 

是 Banach 空间，则 ( L (^ ，…， B n; F )， || • ||j 也是个 Banach 空间. 

证我们要证明以下 两点： 

(1) ( L ( E lr -, E n ; F )， HII ) 是个线性赋范 空间； 

⑺若 F 是 Banach 空间，则 L (^ ，…， B n; F ) 相对于范数|| • ||也是个 
Banach 空间. 

(1) 的证明. L ( E U "、 E n ' F ) 显然是线性空间.下面证明 IHI 是 L (£ i ，…， 
En ； F ) 上的一个范 数：按 L { E u --, E n ; F ) 的定义，对于任何 A € L (及 ，…, 
En , F ), M || < oo . 由不等式 


|A(Xl ， … ， X n )|f < H^HIxiIe! •••|x n |£^， 


得到 j |4| = 0 ^=>A = 0. 由重线性映射的范数的定义，有 


IMI 


sup 

… ， x n 

x^O, i=l f .- f n 

| A | sup 

XI , …， x n 
Xj#0, 


|(>U)(xi ， … ， x n )|jr 
|xi |ej ••- |x n |£；n 




• • » 


Xi | e ! …卜 


L ^ k = fA | PI | 


E 


又设 AB € L (£ i ，…， E n ; F )， 我们有 


imsil 




sup 

M ，…， x 

i^O, t=l, 


sup 

XI r %x n 
i^O f t= 


sup 

xi ,•••，> 
x^O, i=l 


|( 乂 + B)(Xi ，…， x n )|jr 
|Xi| El - --Ixnl^ 

|4( Xl ， …， X n ) + B ( Xi ,-», X n )[F 

|A(Xi, … ， x u )|f + |g(Xi ， … ， X n )| F 

Xi | 五 i ••• |x n |E„ 


i 
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sup 

XI ，…， x n 
x^O, i=l, …， n 


■A(xi ， *" ， x n )|jr + 
|Xi|e! •••|x n | £n 


sup 

X 1 r # ^ x n 
x^O t i=l，“.n 


g(xi,--,x n )l F 

… | x n | E n 


(1) 证毕. 

(2) 的证明.设 { A m }= =1 是连续重线性映射空间 （ L (私 ，…， £ n ; F )， H ) 
的一串 Cauchy 列.对于任何 （ xi , •. • , x n ) G Bi x • • • x E n} W 

IKXi ，…， X „) - ylp ( xi ,--- , X n )|F < ||>lm - A p \\ - | xi | e ! ••• | XnjE n . 

故 { A m ( xi , ••- ， x n )}= = i 在 F 中是一串 Cauchy 列.因而它在 F 中有极限，记 


做 


4( X 1，.. .， x „) = lim i 4 m ( xi ，...， x n ). 

现在证明如此定义的 A 是重线性"^£.只证明当 x 2 , …， x n 取任何固定的 
值时，映射，…, x n ) 是个线性映射.其他情形证明雷同. 


A ( Ayi +" zi ， X2 ，..、 x n ) = lim A m (Ayi + " zi ， x 2 , • • •， x n ) 

m—^oo 

=lim [ Ai 4 m ( yi ， X 2，".， x n )+ ^4 m ( zi ， X 2，".， x n )] 

m—^oc 

= 入只 (yi ， X2, … ， X n ) +/^4 (Zi ， X2, … ， X„). 

进一步我们要证明此定义的 >1 是连续重线性映射.因 ||| A m ||- || A P ||| ^ 
|| 儿^ 一 6 ||， lim p m || 存在且有限，故 

m—^oo 


|A(x ： i ， … ， x n )| F = lim A m (xi ， … ， x n )|/r 

m—oo 

< (lim HAmlDIxils, - --IXnlSn- 

m—^oo 

所以 >1 E 哪，…， E n ' F ). 注意到，对任意给定的 e > 0,当 m 和 p 充分大 
时， || A m - A p \\ < e , 因此，对于任何巧€ Ej (j = 1，…， n )， 

|An(Xi ， ••• ， X n ) — Ap(Xi ， … ， X n )| F 彡 s\xi\ El ••- |x n |^ n , * 


故 

| 雄 1 ， … ， Xn) - 4 p (Xi ， … ， X n )|F 彡 s \ Xl\ El - '\^n\E n - 

我们有 

\\A — Ap || < e ) 

这就证明了在 L ( E lr • • ， En ; F ) 的范数意义下收敛于 A € L (£ i , . . • ， £ n ; F ). 
所以， L { E lr • •，五 n; F ) 是 Banach 空间 口 
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定理 8.9.2 设馬 (j = 1,…， n ) 和 F 是实数域 R (或复数域 C ) 上 

的 （n + 1) 个赋范线性空间， ( L (£； i ,...,£； n ； F ),||.||) 是个赋范线性空间•设 
m < n , 则有一个 双射： 


少： L (五1， . • • ， £* m ; L (£* m + i ， …， £ n ; _ F )) —► li(Eiy • • •, E n \ f ), 

且少保持线性空间结构和范数不变. 

证设 B€L (及 ，… ，迟 m; L (五叫，…， £ n ))， 故对于任何 ( Xl ，…， Xm)e 

E\ X … X Em, 


令 


易见 


石 (Xl ， • . • ， Xm) G L(-E ， m-f-l j * * * j E n ). 

雄 1 ， … ， X n ) = B(xi ， … ， X m )(X m +]L ， … ， X n ). 


\m 


sup 


||g(Xl ， -.. ， X m )|| 

X i\e 1 - - - |x m |£； m 


sup 
^1 丨 

id, …， m 


sup 

X 1 ， fXfi 

•…， n 


sup 

xi .… ， x n 


giir> j. . ^ l®( x l I …， x m )(x m + i ， … ， x n )|/r 

j=m+l.".，n l x m + l - ， *l x nlE n 

| xi| £l ••• | x m | E m 
丨石 (Xl ，•’ . ， Xm )( x m -{- i > • ’ • ， Xn ) |f 

l X lUl •• - l x n|£； n 


丨雄! ，…， X n )|jr 

l X lUi - - - l x n|iB n 


I 刚 • 


定乂 映射少 ： L(•fi'i，• •. ，五爪 ; L(£* m +i，• • • ， _F)) —> L(£*i ， • • • ，五 n ; F ) 为 

寧 )= 克我们己经证明 I|S|H ⑷ hi 伞 (s 川 . 由此可见屯是单射 • 不难证明 
屮也是满射，且它是， … ，五 m; L(E m+ 1 ， … ， ( 私 ， … ， &F) 
的线性同构 . n 


8.9.3 映射的微分 

定义 8.9.3 设 E 和尸是两个赋范线性空间， GCE . 映射 f : G — F 
称为在 G 的内点 x 是可微的，若有连续线性映射 L ( x ) e L ( i ? ; j p ), 使得 


f(x + h ) - f ( x ) = L ( x)h + a ( x ; h )， 

其中 a ( x ; h ) = o ( h ). 确切些说，当 h — 0 ，x + h€G 时， | a ( x ; h )| = <| h |). 若 

G 是 £； 的开集，映射 f : G — F 在 G 的任何点都可微，则称映射 f 在 G 上可 

微. 
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定义 8.9.4 定义 8. 9 .3 中的 L ( x ) € L (五; F ) (假若存在）称为映射 f : 
G — f 在 G 的内点 x 处的微分，或切映射，或导数.以幻常被记做也 X ， 

Df(x) 或 f'(x). 

注1因无穷维的线性赋范空间的研究通常不借助于它的一组基，所以不 

存在线性映射的矩阵，我们不再区分导数与微分 • 

注 2 定义 8.9.4 中所定义的导数也称为 Frdchet 导数. 

注3有时映射 f •• G — F 的定义域 G 并非£中的 开集. 我们只讨论以 

下两个推广了的情形： 

(1) [/是 G 的某线性子空间五的开集.这时£作为 G 的线性子空间也是 
个賦范线性 空间. 因此映射 {: U ^ F 的微分 df p 完全和以前一•样定义•它是 

满足以下关系式的唯一的线性映射： 

lim [f(p + h) - f(p) - dfph] = 0. (S.l.l)' 

Cl 

应注意的是 df p 是 £ :到 F 的线性映射 • 

(2) 17是 G 的某仿射子空间 E = a + H 的开集，其中只是 G 的某线性子 

空间.这时，映射 f ：U F 的微分 dfp 定义为满足以下关系式的唯一的线性 

映射： 〃 

lim [ f (P + h ) - f ( p ) 一 ^{ph} = 0. (8.1.1) 

故 df p 是 // 到 F 的线性 映射. 

命题 8.9.2 若映射 f : G -> F 在 G 的内点 x 处是可微的，则它在点^ 

处的微分是唯一确定的. 

证设 Li { x ) E L(E; F)(i = 1,2) 满足方程 

f(x + h) - f(x) = Li(x)h -I- %(x; h)，i = 1 ， 2 ， 

其中 at(x;h) = o(h) (t = l,2 ), 当 h —0，x + heG 时•令 

L(x) = L 2 (x) — Li(x), a(x; h) = a 2 (x;h) - ai(x;h), 


则 


L ( x)h = a ( x ; h ). 


显然， L ( x ) 是线性映射，且 a ( x ; h ) = o ( h )， 当 A 充分小时 ， x + Ah e G •让 


A — ► 0，有 





*§8.9 补充教 材一： 线性赋范空间上的微分学及变分法初步 193 


故 Vh # 0( L ( x)h = 0)( 这里用到了 x 是 G 的内点的假设).注意到 L ( x)0 ^ 0, 
所以 L ( x ) = 0. 口 

命题 8.9.3 若映射 f : G — F 在 G 的内点 x 处是可微的，则它在点 x 
处是连续的. 

证因 

f(x -f h ) - f ( x ) — L ( x)h + a ( x ; h) t 
故 

Hmjf ( x - hh )- f ( x )] = 0 . □ 

若 G 是 £ 的开集，且映射 f : G — P 在 G 的每一点 x 都是可微的，它在 
G 的点 x 处的微分（也称导数）记做 f ( x ) .映射 

f : G — L (£*； F ), f ’ ： x h f ’( x ) 

称为映射 t : G ^ F 的 导数，或导映射，或微分映射. 

和有限维的情形一样，无穷维赋范线性空间上的微分（求导）运算也有以下 
规则: 

(1) 微分（求导）运算是线 性的： 若映射 I ； •• G = 1,2) 在 G 的内点 

x 处可微，\ = 1，2)，则 Aifi -h A 2 f 2 : G — F 在点 x 处也可微，且 

(Aifi + A 2 f2) ， (x) = Aif^x) + A 2 f“x). 

(2) 复合映射的求导规则 （锁链 法则）成立：设和 / C 是三个线性赋范 

空间， G 和//分别是 E 和 F 的开集.若映射 f : G -> //在点 xe E 处可微， 

而映射 g : // — w 在点 f(x) = yG HcF 处可微，则复合映射 go f ： G-，K 
在点 x 处可微，且 

(g 。 f)’(X) = g’(f(X)) 。 f ’( x ). 

(3) 逆映射的求导 规则： 设 f : G — F 是一个在点 xeG 处连续的映射，而 

且有一个在点 y = f ( x ) 的某个邻域//内有定义的 f 的逆映射广 1 : — 尽它 

在点 y = f ( x ) 处连续.若映射 f 在点 x 处可微，且它的切映射 f '( x ) e L (五; F ) 

有连续的（或称有獅）逆映射 [ f ，( x ) 广 1 € L ( F ; J 5), 则映射 f - 1 在点 y = f ( x ) 
处可微，且 

、— r 1 r ( f ( x )) = r ( x )]' 1 . 

这三条性质的证明和有限维情形完全一样，留给同学自行补出 

例 8.9.5 设映射 f •• U — F 是点 x 的邻域= C /( x ) 上的常映射，即有 
F 中的一个不依赖于 y 的点 C , 使得 V y e t /( f ( y ) = C ), 则 

Vxef /( f ’( x ) E 0 eL (£ ; J F )). 
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这是因为：对于任何长度 | h | 充分小的 h e £，有 

f(x + h ) - f ( x ) - 0( h ) = c - c - 0 = 0 = o ( h )， 

上式左端表达式中的 0 表示零线性 算子： Vh (0( h ) = 0), 中间两个表达式中的 
两个0表示零向量，上式右端表达式中的 o ( h ) 表示比 h 更高阶的无穷小向 

量： | o ( h )| = o (| h |). 口 

例 8.9.6 设映射 f : E — F 是赋范线性空间五到赋范线性空间 F 的连 

续线性映射，则 . 

VxG £( f ， ( x ) = f EL ( B ; F ) j . 

这是因为 

f(x + h ) - f ( x ) - f ( h ) = f ( x ) + f ( h ) - f ( x ) - f ( h ) = 0 = o ( h ). □ 

把例 8.9.5, 例 8.9.6 和微分运算规则 （1) 结合起来，便得到仿射映射 f = 
4 + c 的微分（导数） 公式： 

f r = A , 

其中 A € L ( jB ; F ), 而 c 是常映射（参看例 8.1.1). 

例 8.9.7 设映射 i . E ^ F 是赋范线性空间五的开集 f / 到赋范线性空 
间 F 的可微映射，而4 € L ( F ; C ?)， 则 

当 F = R 和 G = R 时，上述公式便成为熟知的公式： 

( a /)’( x ) = a /’( x ). 

它的证明和这个特殊情形的证明完全一样，留给同学了（同学也可以用微分运算 
的规则 （2) 及例 8.9.6 的结果获得所要的结 论). 

例 8.9.8 设映射 f : — F 是赋范线性空间 B 的开集到 n 个赋范 

线性空间的乘积 F = Fi x ... xF n 的可微映射，它可以写成 

Xhf ( x ) = (fl(X) ， … ， fn(X ))， 

其中映射 fr t / — F (i = 1,…， n ). 若这 n 个映射 fi (i = 1 ，…， n ) 关于 x 都 
是可微的，即 


其中 


fi(x + h ) — fi ( x ) = f -( x)h + a t ( x , h ), t =!,•••, n , 
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cii (x, h) = o(h)，i = 1， • • • ， 71 ， 

我们有 

f(x + h) - f (x) = (f】(x + h) - fi(x), … ， f„(x + h) — fn(x)) 

=(f((x)h ， … X(x)h) + (cti(x ， h) ， ... ， a n (x ， h)). 

显然 

(ai (x ， h) ， … ， a„ (X ， h)) = o(h), 

故 f ， (x)h= (>(( x )h ， … ， f ； ( x )h )， 常记做 

f’(x) = (fi’(x) ， ".,f;(x)). 

例 8.9.9 设 /! € L (五 1， 尸 ) ，即火是个由 x … x E n 到 F 的 

连续 n- 线性映射，其中 £ ； ! ， … ，和 F 是 （ n+1) 个线性赋范 空间. 可以证明 
^ 是可 微的 . 下面我们将求出它的微分的表达式 . 

记 h = ( h 】， •.•，!!„).由4的 n - 线性性，有 

A ( x + h ) - A M = 雄 1 + h ，…， x n + h n ) - .4( Xl , …， x n ) 

=^i(xi,.-.,x n ) + >l(hi,X2,--*,X n ) + .4(xi,...,X n -I,h„) 

+ 4 (hi, h2, X3 , …， X n ) + • • . + i4(Xi ， …， Xn 一 2, hn_i ， h n ) 

.. 

+ >l(hi，• • • ,h n ) - 4(X1，. • • ， x n ) 

=^l(hi ， X2 ，…， Xn ) + … + 4( xi ，…， Xn-I^hn) 

+ A(hi, h 2 , x 3 ,. • • ， x„) + •.. + >l(xi, •• ♦ ， x„ 一 2 , h n ^i,h n ) 

.. 

+ ^4(hi, …， h n ) 

= A(hi ， X 2 , • _. ， Xn) + • •. + 4(xi ， … ， x n _i,h n ) -h o(h). 

这里，我们用了许多以下类型的 估计： 当 h — 0 时， 

M(hi ， h2, x 3 , … ， x n )|ir < IMHIhil^ |h2|E 2 |x 3 |e 3 … |x n |£； n 

彡 X ^xEn = O ( h )， 
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其中 C 是个不依赖于 h 的常数，而 | h| 2 £lX ... xKn = E 易见，映射 

L ( x)h = i 4( hi , X2 , • • • ， x n ) + • • • + > l ( xi ，••• ， x n -i ， h n ) 

是个连续线性映射，故 

yl ’( x)h = A ’( xi ， …， x n )( hi ，…， h n ) 

= >4(hi ， X 2 , • • . ， x n ) + • • . + i4(xi ， • • • ， Xn-l, h n ). 

因 dxj ( h ) = hi , 上式也可简记做 

dA(x) = A(dxi ? X 2 , …， x n ) + ••• + i4(xi, …， x n -i ， dx n ). 

8.9.4 有限增量定理 

定理 8.9.3 (有限增量定理）设 f / 是赋范线性空间五的开集， {: U^F 
是 [/ 到赋范线性空间 F 的连续 映射. 记 [ x，x + h ] = {p = x + 0 h : (K 0彡 1}, 
称它是端点为 x 和 x + h 的闭 区间； 记 （ x,x + h ) = {p = x + 0 h : 0 < 0 < 1}， 
称它是以 x 和 x + h 为端点的开区间.假设 [ x,x + h ] C C /, 且映射 f 在开区 
间 （ x,x + h ) 的每一点处都可微，则以下不等式 成立： 

|f(x + h) - f(x)|F < sup ||f ， (z)|| L (E ； F)|h|E. (8.9.1) 

z€[x,x+h] 

证假若能 证明： 对于一切闭区间 [ x , , x /, ] C (X,x + h) ， 有不 等式： 

|f(X") - f(x')|F ^ sup ||f ， (z)|| L( £ 7 ； F) i X ，/ - X’|e ， 

z €[ x '， x "】 

由于 f 连续，让以上不等式两端在/ — X ， x 〃 -> X + h 时取极限，方程 （8.9.1) 
便证得.因此，可以假设 f 在闭区间 [ x，x + h ] 的每一点处可微.又假若能证明: 
对于任何 e > 0以下不等式 成立： 

|f(x + h) — f(x)|iT ^ ( sup Ilf^zJIlLCEjF) + |h|E, 

\ zG[x,x4-h] / 

让上式两端在 e — 0 时取极限，便得 （8.9.1). 

因 f 在闭区间 [x, x + h] 的每一点处可微，按可微的定义，对于任何点 y € 
[x,X + h ], 总有 Jy > 0 ,使得 

Vw € (y-(5yh,y+(5yh)n[x,x+h](|f(w)-f(y)|F ^ (| lf '( y ) llL (£; F )+ e ) l w — y |£)- 

(8.9.2) 
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因 

[x，x + h] c IJ (y - (5 y h/2, y + (5 y h/2), 

y €( x , x + h ] 

(注 意： 右端的区间 (y - (5 y h /2 ，y + ( S y h /2) 是区间 （y - <5 y h，y + (5 y h ) 的一半! 
这对以下的证明至关重要!）由 Heine - Borel 有限覆盖定理，有有限个点 = 
I ,-**, n ), 使得 

[ x，x + h]d |J (Yj-djh^yj + djh^ 

10 

其中，为了方便，记 Sj = S yj . 由上述覆盖关系知道，至少有一个 {1, …，咕 
使得 X € ( y ) - Sjh / 2 , yj + ^ h /2). 在满足上述条件的指标 j 中，选取这样的 
—个 j ， 记做 ji ， 使得 + 6 j 1 h /2 是满足关系 x G (yj - Jjh /2 ，yj + Sj h /2) 
的 h + 七 h /2 中在区间 [ x,x + h ] 上处于最右边的.若 [ x，x + h ] c ( yjl - 
S h^yh +& h / 2 )， 则选取区间的手续到此结束.不然，至少有一个 j € 
{1，…，吐使得 yil + S jx h /2 € (jo - ~ h /2 ， yi + (^ h /2). 在满足上述条件的 
指标 j 屮，选取这样的一个 j •，记做: ? 2 , 使得 y j 2 十 S j 2 h / 2 在满足上述条件的 
区间 ( yj - Sjh ^ yj ^- Sjh / i ) 的右端点中是处于最右边的.不难证明，在区间 
[ x,x + h ] ±, y >1 处于％的 左边. 如此选取区间的手续 经过/ 次后，必达到所 
选取的区间之并将区间 [ x,x + h] 完全盖住的 地步： 

I 

[x, X + h] c U (y jk - 5 jk h/2, + S jk h/2). (8.9.3) 

fc=l 

这样，我们在区间 （ x，x + h ) 上得到有限 个点： y 7fc ( A : = 1 ， •••，/)， 使得 （ 8 . 9 . 3 ) 
得以满足，且对于任何 A : = 1， • • • ，/ - 1，以下两个关系式中至少有一个 成立： 

⑴丫众€ (y 九 +1 - 心 仞心… + 心 fc+i h)， 

或 

⑵ y 九 +1 e (y 九 - Sj k h, y jk + Sj k h). 

(注 意： 这里用到了区间 (y jk -S Jk h iyjk+ 6 jk h) 是 R 间 (y jk -S jk h/2 )yjk + 
^ h / 2 ) 放大一倍的预作的安排！事实上，当< ~ fc +1 时，关系式 （1) 成立； 
而当心 > 仏 +1 时，关系式 （2) 成立 •） 由 (8.9.2), 若是第一种情形，我们有 

l f (yjfc+i) - f (yifc)lF ^ ("f’(y 九 +1 )||l(£ ： ; f)+ e)|y Jfc+1 -y 九 I 丑； 

若是第二种情形，我们有 


|f(yA+i) — < (l|f ， (yjfc)llL(E ； F) + £*)|yj fc+1 -y Jfc |E. 
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因此，无论是哪一种情形，我们有 

IU- f (y 九 ) k 

^ (max+4)^0；^ -yj k \s 
< (sup ||f’(z)|| L (£ ； ; F>+e)|y 九 +1 -yj k \E ： A: = 1 ， ••• ， /-1. (8.9.4) 

V z 6 [x,x+h] / 


另外，还有 


IfW _ f(yj I 咖 k (明 | X - _ 


(8.9.5) 


和 


| f(x + h )- f ( yA )| F <( sup || f ， ( 2 )|| L(£ ； ;F ) + e ) |x + h - y h \ E . (8.9.6) 

V 2 €(x f x+h] ’ 

由 （8.9.4)，（8.9.5) 和 （8.9.6)， 我们得到 

| f(x + h )- f ( x)| F ^ | f(x + h )- f ( y 力 ) | F 

/一 1 

+ [ l f (y 九十 J - + | f ( x ) — f { yn)\F 




1 


(|x + h - y 力 k + [] | y 九 +1 - y 九 k + 1% - 咖) 


sup + £ T )| h | 五. 

v z€[x t x+h) 7 


(8-9.7) 


这正是我们要证明的. 口 

注若我们用定理 5.9.3 的证明方法，将 得到： 在较弱的条件下，定理 8.9.3 
的结论仍然成立的结果.由于定理 8.9.3 对以后的讨论己够用，我们不去讨论定 
理 5.9.3 在无限维线性赋范空间中的形式了.应该指出，定理 8.9.3 证明的思路 
是定理 5.9.3 证明的思路的简化. 

推论 8.9.1 设 E 和 F 是两个线性赋范空间， U 是 E 的开集.若4 € 
L ( E ; F ), 而映射 f : U ^ F 满足定理 8.9.3 的条件，则 

| f(x + h ) - f ( x ) - Ah\ F < sup || f ’( z ) - A \\ h ( E . F ) \ h \ E . 

ze(x ， x+h) 


特别， 
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| f(x 4- h ) — f ( x ) — f ( x )( h)|F ^ sup || f '( z ) — f ’( x )|! L (月; F )| h | 芯. 

2 G(x,x+h) 

证只要把有限增量定理用到以下的 [0, 1卜 F 的映射上去，便得到所要 
证明的不 等式： 

t ^ F ( t ) = f(x - j - th ) — Ath . □ 

8.9.5 映射的偏导数 

因为一般的无限维线性空间未必有合适的基，所以以偏导数为元素的 Jacobi 
矩阵在无限维线性空间上的微分学中不再扮演有限维线性空间上的微分学中那 
样重要的 角色. 但是当无限维线性空间是给定的 m 个赋范线性空间的笛卡儿积 
时，偏导数概念仍然有用. 

设勾 (j = 1，…， m ) 是 m 个线性赋范空间 ， E = E l x -- xE m 是它们的 
笛卡儿积，五上的范数通常定义为 


|(xi ， …. ， x m )|E = 、 > : I x j I 

V * =1 

不难 证明： 相对于这个范数是个赋范线性空间. 

注有时也用以下两个方法定义£上的 范数： 

m 

1(X1，’ . • ， X m )|£；,i = > : I Xj I Ej 

•7=1 

和 


容易 证明: 


(Xl，• • • ， X m )|f；,2 


㉚ 咖. 


和 

|(X 1 ， ." ， X m )| £ ;， 2 彡 1(X1 ， … ， Xm)|E，l < m|(Xi, … ， X m )|£ ；， 2. 

故三个范数是等价的，换言之，它们在 E 上确定同一个拓扑. 

设 [/ = f /( a ) 是点 a = ( ai ,..., a m ) G E 在 E 中的一个邻域 ， f ： 1/ F 
是 [/ 到赋范线性空间 F 的一个映射•当 ai ，.. •，七 _ 1 , a j +1 ，...， a m 固定时，映 
射 A •• Ej — F 定义为 

= f(ai, … ， aj—hXj’aj+v’am). (8.9.8) 
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定义 8.9.5 (8.9.8) 中定义的映射 •• Ej — F 称为映射 f : U — F 在点 
a = ( ai ,---, a m ) € E 处关于变量 x 7 的偏映射.假若偏映射 A : E ; — F 在点 
xj = aj 处可微，它在该点的导数称为映射 f : C / — F 在点 a = ( ai ，…， a m ) € 

E 处关于变量 x , 的偏导数(或偏微分)，记做 

^fa =叩⑷== fx 7 ( a ) = ^( a 7 ). 

下面命题的证明与有限维空间上定义的实值函数情形的证明完全一样，所 
以留给同学自行完成. 

命题 8.9.4 设 C / = [7( a ) 是点 a = ( ai ，…， a m ) ^ E = E \ x * • • x E m 
在 E 中的一个邻域 ， f : F 是 C / 到线性陚范空间 F 的一个可微映射，则 

它在点 a 处关于每个变量都有偏导数，偏导数和微分（有时也称全微分）之间的 
关系是 

m 

rff a h = ^^ f a h 7> 

)=1 

其中 h = (hi,. • • ， h m ) 6 Ei x • • • x E m = /?. 

8.9.6 高阶导数 

设是赋范线性空间 £ 中的开集，又设映射 f : F 是 [/到 Banach 

空间 F 的一个可微映射，则 f 的导数 f ' 是[/到 L { E : F ) 的 映射： 

[/3 x ^ f , ( x )€ L ( E ; F ). 

己知 L { E ; F ) 也是个 Banach 空间， 若 r •• U 一 L { E ; F ) 在 x € 处是可微映 
射，则它在 x 处的导数，称为 f 在 x 处的二阶导数(或二阶微分)，记做 

d 2 fx = f ( 2 )( x ) = f "( x ) = ( f ’)'( x ) € L (£; L (£；; F )). 

若 f ，： U — L (£ ; J F ) 在 [/ 上是可微映射，则记 

d 2 f = f ( 2 ) = f " = (fj : U L ( E ] L ( E ; F )). 

定义 8.9.6 映射 f : [/ — F 在点 x 处的 n 阶导数（或 n 阶微分）定义 
为映射 f : C 7 — F 的 （n - 1) 阶导数在 x 点处的导数或切映射（假若后者存在 
的 话)： 

f ( n ) ( x ) = ( f ( n ~ 1) ) , ( x ). 
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显然，若 f ( n ) ( x ) 有定义，则 


(n) 


(x)eL(£ ； L(E;... ； L(£ ； F))) 


其中右端的 L 出现了 n 次，因而£；也出现 n 次.由定理8.9.2, f ( n ) ( x ) 是 
到 F 的 n - 线性 映射： 

f {n} (x)eL(E 1 E r ^ i E'F), 


而 f ( n ) 是如下的 映射: 


:U — L(E，E … ， E'F), f 


㈤ 


f ( n ) ( x ) 


个 


定义 8.9.7 设£和 F 是两个（实数域上的）赋范线性空间， V 是£的 

个开集 ， h e 映射 k F 在点 x e 1/处相对子向量 h 的方向导数定 


义为 


鱗)、靶 0 生 + T f(X) 


假若右端的极限存在. 


注定乂 8.9.7 中定乂的方向导数也称为 Gateaux 导数. 

不难检验以下四条关于方向导数的 性质： 

⑴ ^ Ahf ( x ) = ADhf ( x ). 

( ii ) 若映射 f 在点 x 处可微，它将在点 x 处相对于任何向量 h 有方向导 


数，且 


Z > hf ( x ) = f ’( x ) h . 


由此，在上述条件下， 


则 


D 入 l h l+ 入 2h2f( X ) = ^lDh l f (x) -|- A2J?h 2 f ( x ) - 

( iii ) 假设 L 是一个赋范线性空间 F 到赋范线性空间 G 的连续线性映射 


D h (Lo{)( x ) = LoD h f{x). 

( iv ) 假若映射 f 在 Banach 空间 E 的开集 [/上 n 次可微，则 

f ( n )( x )( hi ，. - • ,h n ) = D hl D h2 ••• D hn f ( x ). 
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这四条性质的证明留给同学了. 

命题 8.9.5 假设£和 F 是两个线性赋范空间 ， U 是 E 的一个开集，映 
射 f :[/ — F 在点 xef / 处有 n 阶导数 f ( n ) ( x ) G L (£, …， S ; J F )， 则 n - 线性 
映射 f ( n ) ( x ) 是对 称的： 对于任何集合 { l ，...， n } 到自身的双射 （ n 元置换) tr ， 

有 

f ⑷ ( x )( hi ， …， hn ) = f ( n ) ( x )( ho •⑴，…， h CT ( Tl ))， 

注这是 Schwarz 定理（定理 8.4.1) 在无限维情形的推广，虽然条件及 

结论的表述与 Schwarz 定理并不-样，但内涵及证明思路与 Schwarz 定理完全 
一样.事 实上， Schwarz 定理(定理 8.4.1) 是命题 8.9.5 的推论.由于向量值可 
微函数只有有限增量定理而无中值定理，且记法不一样，证明表述的细节略显不 
同.为了便于同学比较，我们还是把证明详细地写在下面. 

证因为任何置换是有限个对换之复合，若能证明 n = 2时命题成立，便 
得 n 取任何正整数时的命题成立，故只须证明 n = 2的情形. 

设 h 和 h 2 是中两个向景•因是开集，当 ㈨ 充分小时，下述函数有 
定义: 

Ft ( hi , h2 ) = f(x + t ( h % + li2 )) — f(x + th \) — f(x + 出 2 ) + f ( x ) - 

易见 Fjhih ^ sFKhhhi ). 让^和匕固定，令 

g ( v ) = f(x + t(hi - hv )) - f(x + iv ), 

当 v 与 h 2 共线且 | v | 彡 | h 2 | 时， g 是有定义的.易见 

F t ( hi ? h 2 ) = g ( h 2 ) - g (0). 

因 f 在点 x € 处有二阶导数 f 〃( x )， f 在 x 的一个邻域内应是可微的•当 | t | 

充分小时， F t ( hi ? h 2 ) 是有意义的.根据推论8.9.1，我们有 

| Ft ( hi , h 2 ) - t 2 f /， ( x )( hi , h 2 )| 

= | g ( h 2 ) - g (0) - t 2 f ,/ ( x )( hi , h 2 )| 

$ sup || g ， ( 02h 2 ) - t 2 f 〃( x )( hi，OH • | h 2 

o < e 2 <i 

=sup ||[ f'(x + t(hi + 02h2 )) 

o < e 2 <i 

- f'(x + te 2 h 2 )]t - « 2 f " ㈨ 如， .)|| • | h 2 |, 
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这里的表示当 hi 固定时对应于双线性映射 f " ㈨ 的线性映射.由 
切映射的定义，当 i — 0时，我们有 

f,(x + 亡 (hi + 02h 2 )) = f’(x) + f"(x )( 亡 (hi + 02h2 )， .）+ o ⑺ 

和 

f’(x + t0 2 h2) = f'(x) 4 - f"(x)(^h 2 ，.）+ o ⑷. 

由此得到 

[f'( x + t(hi + 02h2)) — f'(x + t02h2)]t 

— [f"(X)“(hi + 灿 2)， •）- f"(X) ⑼ 2h2, .)]t + o(t 2 ) 

= f"(x)(D 2 + o(P )， 

其中最后一个等号用到了 f"( x ) 是双线性映射这个事实.当 i — 0时， 

|F t (hi,h 2 ) - i 2 f y, (x)(hi,h 2 )| = o(t 2 ), 

换言之， 

f >)( h l 9 h 2 ) = Iim ? i %^. 

t — 0 t 2 

注意到 F t ( hi , h 2 ) = F «( h 2 , hi ), 我们有 r ( x )( hi , h2 ) = f "( x )( h 2 , hj . 口 

8 . 9.7 Taylor 公式 

设和 F 是两个赋范线性空间.为了方便，我们约定用以下 记号： 若4是 
Ex - yxE ^ F 的对称的 n - 线性映射，则记 

n 个 

Ah n = A(h, • • ♦ , h). 

V ~ - ， 

n 个 

特别， 

f 卜 ) ㈨ h n =f ㈨ (X)(h ， … ， h). 

V - - • 

n 个 

又设五1， … ，五 n 是 n 个赋范线性空间.若4是说 X … X — F 的连 
续 n- 线性映射，则乂可微，且 

4 ’(xi， …, XnKhi ，…， h n ) 

= >l(hi ， X 2 , …， X n ) + … + i 4 (Xi ， ". ， X n _l ， h n ). 
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特别，当 S =及 


£； n 且 A 关于它的 n 个自变量对称时，有 


y 4’( x ， …， x )( h ， …， h ) = n ^4( x ， …， x ， h ) 


(8.9.9) 


i) 


我们约定用以下记号： Zx 71 - 1 = 4( x ，...， x ，.)， 它是个线性 映射. 若令映射 

、V / 

(n - 1 ) 个 

F :£ —F 为 

F ( x ) = 4( x ， …， x )， 

' — v ~ / 
n 个 

则 (8.9.9) i 式可 写成： 

F ’( x)h = ( rii 4 x n _1 ) h . 

换言之，作为算子的导数 F '( x ) 有以下表 示式： 

F’(x) = ni4x n-1 . 

特别，若映射 f : C / — F 在点 x e C 7 处有 n 阶微分 f ( n ) ( x ), 则函数 F ( h ) = 
f ( n ) ( x ) h n 是可微的，且 


F ^ hJ ^ nf ^^ x )^- 1 . . (8.9.9) 2 


定理 8.9.4 假设 E 和 F 是两个线性赋范空间，[/是£的一个开集，映 
射 f : F 在 C 7 上有直到 （n - 1) 阶的导数，而在点 x € !7 处有 n 阶导数 

f ( n ) ( x ) € L ( E , …， E ; F )， 则当 h — 0时，有 


f(x + h ) = f ( x ) -f f ’( x)h + … + 


if ( n ) ( x ) h n + o (| h | n ). 


(8.9.10) 


注这是无限维空间中的带 Peano 余项的 Taylor 公式. 它的证明与一 
维情形一样.今简述 如下： 

证当 n = 1时，公式 (8.9.10) 就是微分的定义.假设公式 （8.9.10) 对于 
某个 n - 1 € N 成立.记 


g(h) 


f(x + h)- (fW + rwh + .-. + Sf^Wh 
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则由定理8.9.3(有限增量定理)，公式（8.9.9) 2 和数学归纳法假设，当 h — 0时, 
有 


f(x + h ) - | f ( x ) + f /( x)h + … + — f ( n ) ( x)h 

| g ( h ) - g (0)| 彡 sup ||g (0 h )||| h | 

o < e<i 


(sup 
0 < 0<1 


f’(x + 0 h ) - f ’( x ) + f "( x )( tfh ) + ••• + 


(n- 1)! 


f ( n ) ( x )(0 h 广 1 


N 


o (| h | n ). 


□ 


8.9.8 变分法初步 


微分学的一个最早的应用就是求极值，先是一元实值函数的极值，然后是多 
元实值函数的极值.建立了无穷维赋范线性空间上的微分学，当然会利用它去探 
讨无穷维赋范线性空间上的实值函数的极值 问题. 

定理 8.9.5 假设£是个赋范线性空间， U 是 E 的一个幵集，映射/ : 
— R 在 [/ 上有直到 （ A : - 1) 阶的导数，而在点 x e f / 处有 fc 阶导数 
/( fc )(x) € L(E ， …， £;R )， 其中 fc > 2.又设 / ， (x) = 0,… ，严一 1 )㈨=0, 而 
/ W ( x ) ^ 0,确切些说， 

vh e fvj. e {1，… ， fc — i }(/ ⑴ ( x ) h j = 0 )， 


而 


则 


3h € E(f {k) (^)h k ^0), 


( i ) x 是函数 / 的极值点的必要条 件是： 是偶数，且/⑷ ( x ) h fc 不取相异 
的符号. 

( ii ) x 是函数/的极值点的充分条 件是： / ( fc ) ( x ) h fc 在单位球面 | h | = 1上 
与零保持一个正的距离.若在单位球面上有不 等式： 


|h| = 1 =» / ⑷ (x)h fc ^ S > 0, 

其中5是个不依赖于 h 的正数，则 x 是函数/的局部极小 值点； 若在单位球面 
上有不等式 

|h| = l=^/ (fc) (x)h /c ^5<0, 
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其中 (5 是个不依赖于 h 的负数，则 x 是函数/的局部极大值点. 

证在定理所作的假设下，带 Peano 余项的 Taylor 公式 (8.9.10) 变成以 
下形式： 

/(x + h ) = /( x ) + p /( fc )( x ) h fc + o (| h |”. 

设 x 是函数/的极值点•因 严 ( x ) / 0,有 h 。 # 0,使得 / ( fc ) ㈨ ( h 0 ) fc _ 
0.以 th 0 替代上式中的 h ， 得到 

/(x + th 。) - /( x ) = ⑻ ( x)hS + o ( t fc | h 0 | fc ) = ⑻ ( x ) h ^ + o ( t k ). 

当 | t | 充分小时，上式右端的符号与它的第一项的符号相同.因 x 是函数/的极 
值点，在闳充分小时，左端必须保持符号不变，因此， fc 必须是偶数.由同样的 
推理可得，不应有两个 ho 和 h ， 使得 严 kxjhg 和/⑷ ( x ) hf 异号 . ⑴证毕. 
( ii ) 的证明：若在单位球面上有不 等式： 

| h | = 1 =► f W ( x ) h k ^ (5 > 0, 

其中5是个不依赖于 h 的正数，则对于任何 h # 0,有 

/(x + h )-/( x ) = ^/ ( fc ) ( x ) h fe + o (| h | fc ) 

_ ■ 

h| fc > ^ y (5 + o ( l ) | h | fc . 

• « 

当 jh | 充分小时，上式右端是正的，故 X 是函数/的局部极小值点 .（ ii ) 的前半 
部分证得 .（ ii ) 的后半部分可相仿地证明. 口 

注1在定理 8.9.5 的条件下， X 是函数/的极值点的必要条件是 ： r ( x ) = 

0. 

注2 定理 8.9.5 可以推广到 U 是 E 的一个仿射子空间的幵集的情形. 
下面我们将遇到这个情形.因为这样的推广并不带来实质性的困难，所以我们建 
议同学自行完成它的表述和证明. 

例 8.9.10 先介绍 Banach 空间 C ^^ R ) 的概念，其中尺是 R n 中满 
足条件 K = K ^ 的紧子集. ^(^ R ) 表示定义在上一次连续可微,且导数 
可连续延拓至 K 上的实值函数全体. ^(^ R ) 上的范数定义 如下： 

\ f \ cHK ) = max {|/ tc (/ c ), \ djf \ c ( K )^ 3 = 1，…， n }. 

不难证明，如上定义的范数与以下定义的范数 等价： 


+0 ⑴ 
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l/lcl(/C) = \f\c(K) + [ \djf\c(K)- 

j=l 

我们可以证明， C l ( K y R ) 相对于如上定义的范数构成一个 Banach 空间.这是 
初等微积分的一个习题，希望同学补出证明的细节. 

设 i € C 】( R 3 ， R ) 和 / e C l ([ a , 6], R ). 映射 F : ^([^6], R ) ^ R 如下： 

F { f ) = f L ^ xJ ( x ) J , ( x )^ jdx . 

J CL 

为了研究 F , 引进以下两个 映射： 

(^([ a ， 6】， R ) — C ([ a ,6], R ), f \( f )( x ) = L ( x , f ( x ), f \ x )) 

和 

F 2 : C ([ a ,6), R )-> R , F 2 ( g )= 

显然 ， F = o f \， 而是连续线性映射. 

我们先证 明：八 可微，且 



F {( f ) h ( x ) = d 2 L ( xJ ( x ) J ， ( x )) h { x ) + d3L ( xJ ( x ) J ， ( x )) h ， ( x ). (8.9.11) 

其中9 2 和汍分别表示对 L 的第二和第三个自变量的求偏导数运算.根据推 
论 8.9.1, 对于任何 u = { ui , u 2 , U3 ) e { C l ([ a , 6], R )) 3 和 △ = (0, A 2 , A 3 ) € 
( CWMhR )) 3 , 有 


3 


L(Ui ， X /2 + A2,U3 + A 3 ) — I/(Wi ， U2 ， tX3) — ^ ， 1 X 2 , W3)^i 


2 


^ sup 
o < e <\ 


0, d 2 L{u + 9 A ) - d 2 L { u ) y dsL(u + eA )- d 3 L ( u )) L | A | 


<2 jn 氏 || d » L(u + 0 A ) - 5» L ( u )|| - max | Ai |. 

i =2^3 i -2,3 


(8.9.12) 


注意到， C l ([ a , b ] y R ) 中的范数是 


I/IcMMI’r) = max{|/| c([a 凡 R) ， |/’| c( [ ab i， R) }. 

在 (8.9.12) 中让 — x,U2 = f(x),U3 = / 7 ( x ), A2 = h(x), A3 = h f (x), 考虑到 

(i = 2, 3) 在 R 3 的有界集上的一致连续性，当|/^ —0 时，有 



a r ^ fo I 乙 (工， / ㈤ + h ( x ), /’⑻ + h \ x ))- L { x , /( X )， f \ x )) 

一 d 2 L ( x ， /( a :)， f f ( x )) h ( x ) - d 3 L ( x y /( x ), f ( x )) h f ( x )\ 
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彡 sup max [\& 2L ( x , f ( x ) + 6 h { x ) ) }\ x ) + Oh ( x )) 

- d 2 L ( x , f ( x ), f \ x ))\ - \ h ( x )\ + \ d ^ L { x , f ( x ) + 9 h ( x ), f { x ) + 6 h \ x )) 
- d 3 L { xJ { x ) j \ x ))\ - | ft ’( x )|] 


这就证明了 (8.9.11). 由复合映射微分的锁链法则 (8.9.3 小节中关于微分运算 
的性质（叫及积分运算是线性映射的事实，我们 得到： F 可微，且 

F ’( f、h = j [ d2L ( x , /( x )， f f ( x )) h ( x ) + d ^ L { x , f ( x ), /’(: r ))/ i ’(: r )] cix . (8.9.13) 

常常遇到这样的极值问题，我们要求/限制在 C 1 的这样的仿射子空 间上： 

{/€ C 1 ([ a ,6], R ):/( a ) = A f ( b ) = B }, (8.9.14) 

其中 4 和 B 是两个给定的常数.当我们考虑限制在以上仿射子空间上的极值 
问题时， (8.9.13) 中的 ft 应满足 条件： 


/(a) = /(a)+Ma), m = 


换言之， / i 应满足条件: 


h ( a ) = h ( b ) = 0. 


(8.9.15) 


这时，假若 C 2 ( R 3 , R ), 通过一次分部积分， （8.9.13) 便可改写成 


F \ f)h 



d2L^xJ(x)J , {x)j 


A 

dx 


d 3 L 


,/ ⑷， /’(:)) 


h ( x ) dx . 


由定理 8.9.5, 在 (8.9.14) 的条件下的 F 的极值问题的解应满足 条件： 对于仟何 
满足条件 （8.9.15) 的 C 1 中的函数/ I ，有 


F \ f)h 





d 2 L ( xJ { x ) J , ( x)^j - -^- d 3 L ( xJ ( x ) J ， { x )^ 


h ( x)dx = 0. 


由此，根据下面的 Du Bois Reymond 引理,/应满足以下的方程,它称为 Euler- 
Lagrange 方程： 


d 2 L ( xJ { x ) 1 f \ x) S j - 去 a 3 L ( x ，/( x )，/( x )) = 0. 


(8.9.16) 


件: 


引理 8.9.1 (Du Bois Reymond 引理）设 p € C7([a ， fej’Rj, 它满足条 


V/tG C°°([a ， &j ， R) ( h { a ) = h ( b ) = 0 



b 


< p ( x ) h ( x)dx = 0 
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M Vx G [a 9 b]((p(x) = 0). 

证假设#满足上述条件，但有 c € ( a ， b )， 使得 p ( c ) / 0. 不妨设 p ( c ) > 
0. 则有 5 > 0, 使得 { c -6 1 c + S ) c [ a , b]R 

Vx € (c - 5, c + ( J )((^( x ) > ^p(c)/2). 

根据引理8.6.3, 有 he C °°( R ， R )， 使得 

supp hC [c — 5, c - I - <5]且 Vx G (c — (5, c + S )( h ( x ) > 0). 


因此 r 

rb rc+o 

/ ip(x)h(x)dx ^ (/?( c)/2 / h(x)dx > 0. 

Ja Jc —6 

这个矛盾证明了 Du Bois Reymond 引理. 口 

例 8.9.10 很容易被推广到以下 情形： 

例 8.9.11 设 和力 j = 1,…， n •映 

射/^((^([^，6],11)广 — R 如下： 

f b 

F(fu" 、 fn) = j L(x, fi(x), /( (x), • * •, /n(x), /n(x))dx. 

我们要求 / l , …， / n 限制在 ( C 1 )" 的这样的仿射子空 间上： 


{(/!,• - Jn)e (C l ([a } bl R )) n : / 々 ) = 々， fj(b) = 巧 ， j = 1 ， … ， n }， 

(8.9.17) 

其中氺和 Bj(j = l ，...， n ) 是 2 n 个给定的常数.当我们考虑满足条件 

(8.9.17) 的仿射子空间上的极值问题时， ( fir - Jn ) 应满足以下的方程组，它 

称为 Euler - Lagrange 方程组： 



j = n. 


(8.9.18) 


因为它的证明和例 8.9.10 雷同，留给同学自行完成了. 


8.9.9 无限维空间的隐函数定理 

下面的无限维空间的隐函数定理完全可以用 §8.8 第16和17题中所介绍 
的思路去证明. §8.8 第16和17题讨论的是有限维空间中的问题，把那里的有 
限维空间换成 Banach 空间后证明完全通得过.所以我们只给出无限维空间的 
隐函数定理的表述，证明的细节留给同学了. 
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定理 8.9.6 ( 无限维空间的隐函数定理） 设和 G 是三个赋范线性 

空间，且/^ 是 Banach 空间，点 （ x 0 ， y 0 ) e E x F ， 而 W = {(x,y) e E x F : 
|x - x 0 |e < a , | y - yok < /?} 是点 （ x 0 ， y 0 ) 在 中的一个邻域，其中 a 
和 0 是两个正数.假若映射 {: W ^ G 满足以下 条件： 

(1) f ( x 0 , yo ) = 0; 

(2) f ( x ， y ) 在点 ( xo , yo ) 处连续； 

(3) df (x ， y ) = f ，( x , y ) 在 W 上有定义，且在点 ( x 0 , y 0 ) 处连续; 

(4) df ( x 0 , y 0 )( Or ) = f ；( xo , yo ) 有有界的逆映射，换言之， 

U . r 1 = [ f ；( xo , yo )]^ 6 L ( G ; F ), 

则有点 xo G E 的邻域 U = U ( x 0 ) 和点 yo 的邻域 V = V(yoh 以及映射 
g ： U ^ V , 使得以下条件满足： 

( i ) UxVcW ; 

( ii ) V ( x ， y)eU x V ( f ( x ， y ) = 0 ㈡ y = g ( x )); 

㈣ yo = g ( x 0 )； 

( iv ) g 在点 X 。处连续； 

( v ) 若再假设映射 f ( x , y ) 和 fy ( x , y ) 不只在点 （ x ， y ) = ( x 0 , yo ) 处连续， 
且在点 （ x 0 ， y 0 ) 的一个邻域内连续，则隐函数方程确定的函数 g : /7 — K 不只 
在点 x = x 0 处连续，且在点 xo 的一个邻域内 连续； 

( vi ) 若再假设映射 fi ( x ， y ) 在点 ( x 0 , yo ) 的一个邻域你内存在且在点 
( x 0 , yo ) 处连续，则函数 g 在 x 0 处可微，且 

g ’( xo ) = -( fy ( xo , yo)) _1 * fx ( xo , yo ). 


无限维空间的反函数定理是无限维空间的隐函数定理的特例，请同学自行 
给出无限维空间的反函数定理的表述. 


*§8.10 补充教 材二： 经典力学中的 Hamilton 原理 

8.10.1 Lagrange 方程组和最小作用量原理 

假设有 n 个质点构成的质点系，它们在物理空间 R 3 中的位置是 

Xi = ( x \, x ^ Xi ) (i = 1， … ， n )， 
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我们也常以第 i 个质点的位置表示第 i 个质点.按 Newton 力学第二定律， 
n 个质点的运动服从以下关于这 n 个质点的位置的微分方 程组： 


rrii 


d 2 x { 

dt 2 


= F i (t = l ,*** j = 1,2, 3)， 


( 8 . 10 . 1 ) 


其中 Fi = ( F ^ F ^ F , 3 ) 表示第 f 个质点所受到的力.在物理学家感兴趣的许多 
情形，常有一个定义在 R 3n (或 R 3n 的某子集）上的实值函数 t / = t /( Xl , ..., x n ) 

QU 

F/ =-石 y (i = 1 ， … ， n，;• = 1’ 2, 3). (8.10.2) 

上式有时也简记做 

Fi = -『 （i = l ，...， n ). (8.10.3) 

U 常称为力场⑺，…， FJ 的位（势）函数 .[/ 的物理涵义是 •• 它代表 n 个质 
点构成的质点系的位能. 

例 8.10.1 5.10.1 小节的谐振子方程 



(5.10.1) 7 


可以写成 



■ J 1 d ( x 2 ) 


2 dx 


dU 

dx 


(8-10.4) 


其中 = U ( x )= 


mij 2 x 2 
~ 2 ~ 


应说明的是,前面一般讨论中， n 个质点的位置是用 


3 n 个参数来刻画的.因谐振子是直线运动，故只用一个参数刻画.参数的个数 
(又称自由度）并非必须是3的整数倍. 

例 8.10.2 设有 n 个质点构成的质点系： 


Xi = { x }, x 2 i , xl ) ( i = 1，…， n ). 


任何两质点 Xi 和 X )之间的相互作用由一个（二质点的位势函数） y ; R 
通过以下方式刻画 ：质点 x , 作用在质点&上的力是 



质点 K 所受其他 n -1个质点作用的力的总和应是 


F , 


Ef 

3^ 


E 

j 关 1 


dV {\ xj - x 0 \) 

dxi 


9 x ( ’ 
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其中 


^ = ^ K (| x i - x i |), 


它代表 n 个质点构成的质点系的位能 . n 个质点构成的质点系的运动遵从 New ¬ 
ton 力学第二定律，它的数学表述便是以下方程： 


m 


d 2 Xi 


dU 

9 xj 


(8.10.5) 


我们不难发现，方程 （8.10.4) 和（8, 10.5) 之间形式上的相似. 

设 h h 是两个给定的时刻， a , 和 b #= l ， …, n ) 是 2 n 个给定的（三维) 
常向量.对于任何 n 个定义在 [ to , ti ] 上满足约束条件 


Xi(to) = Xr^i) = hi (i = (8.10.6) 


的 f 的二次连续可微函数 Xi = Xi(t) (i = 1， •. • ， n )， Lagrange 引进下述函数，常 
被称为 n 个质点构成的质点系的 Lagrange 函数： 


L = L(xi,--*,x n ,xi,*--,Xn) = T - U ( xi ,- • ,x n ), (8.10.7)1 


其中 2 

- (8 . 10 . 7 ) 2 

值得注意的是， Lagrange 函数对于任何 n 个定义在 [ to ^] 上满足约束条件 
(8.10.6) 的6的二次连续可微函数 A =Xi(t) 都有意义.换言之， 

Lagrange 函数是定义在 C 2 {[t 0 y ti}) 中满足约束条件 （8 10.6) 的仿射子空间上 
的.假若 f 的二次连续可微函数 A = Xl (0 (i = 1， …， n ) 恰是某 n 个质点的运 
动轨迹，则 Lagrange 函数的物理涵 义是： 它恰等于由这 n 个质点构成的质点系 
的动能： T 与位能 U 之差. 


利用 Lagrange 函数，作为 Newton 力学第二定律的数学表述的方程 （8.10.5) 
可以改写成以下形式： 


d _ 

dt 



3 L 

dxi 


= 0 


(i = 1， • • • ， 71). 


( 8 . 10 - 8 ) 


方程 (8.10.8) 称为质点系的 Lagrange 方程（组)，它是 Newton 力学第二定律 
的另一种表达 形式. 这个 Lagrange 方程（组）也可用以下形式写出：记 x = 






- dI/( Xt x)( # »0) = 0. 


(8.10.8)， 
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我们进一步要引进 n 个质点构成的质点系的作用量的概念.它定义为 

S = L(x 1 ,---,xn,xi,---,x ri )di. (8.10.9) 

Jto 

质点系的作用量 S 对于任何 n 个定义在 [ toM 上满足约束条件 （8.10.6) 的 
t 的二次连续可微函数= Mt)(i = 都有意义.换言之，作用量 S 

是定义在 C 2 ([ t 0 , ii ]) 中满足约束条件 (8.10.6) 的仿射子空间上的.应该注意 
的是作用量 S 是取实数值的，而 Lagrange 函数所取的值是 i 的函数.数学上 
常把定义在无限维空间上的（或无限维空间的无限维仿射子空间上的）取实数 
值（或复数值）的函数称为 泛函. 因此，作用量 S 是定义在 C 2 ([ to , ti }) 中满足 
约束条件 (8 .10.6) 的仿射子空间上的泛函.不难 证明： （取实数值的）作用量 S 
在 C 2 ([ k 山])中满足约束条件 (8 .10.6) 的仿射子空间上达到极值的必要条件 
( Euler - Lagrange 方程组 (8.9.18)) 恰是 n 个质点构成的质点系的 Lagrange 方 
程组 （8.10.8). 因此，我们得到 Newton 力学的最小作用量 原理： 

最小作用量原理 n 个质点构成的质点系的运动轨迹= 
1，…， n ) 是使 (8.10.9) 中定义的作用量 S 在边条件 (8.10.6) 下的平稳点. 

确切些说，满足边条件 （8.10.6 ) 的轨道的向量值函数组 ( x 1 (0 ,-*-, x n ( i )) 
很多. 而刻画 n 个质点构成的质点系的运动轨迹的那条轨道恰是满足边条件 
(8.10.6) 的质点组的轨道中使得作用量 S 的导数等于零的轨道. 

值得注意的是，以上的最小作用量原理的推导是在质点的坐标取作直角坐 
标时进行的.但是，当直角坐标换成其他坐标时，例如换成球坐标或柱坐标时， 
Lagrange 函数（理解为质点系的动能与质点系的位能之差）和作用量 (8.10.9) 
仍然有意义.作用量的平稳点是不依赖于坐标的选择的，所以最小作用量原理在 
任何坐标系中都是成 立的. 注意到 Newton 方程组 (8.10.5) 的形式是与坐标的 
选择有关系的,这也许是最小作用量原理的优点之一.更为重要的是最小作用量 
原理的发现开启了分析力学的研究，而后者为电磁场理论（它也有最小作用量原 
理)、一般的场论和量子力学的建立所不可缺少的.在下一小节中我们将介绍分 
析力学中的最基本的 方程： Hamilton 方程组及与它密切相关的 Hamilton 原理. 

8.10.2 Hamilton 方程组和 Hamilton 原理 

假设刻画质点系的新的坐标（常称为广义坐标）是 …、 q k . 对无约束条 
件的 n 个质点构成的质点系来说， A : = 3 n ， 但 fc 是否是3的倍数这一点对以后 
讨论无关紧要.为了方便，不妨假定 fc = 3 n . 设 

仍 = 仿(工1，工1，工1， • ’ • ，工 n ， 工 n ， 工 n ) = 1， • • • ， 371), 
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并设以上的映射 ( Xi , Xi , Xi ,---, Xn , Xn , a ： n ) ^ (仍，奶， 奶，… ，仍 n -2,咖-1， 伽) 

在某个区域内是微分同胚.假设 Lagnmge 函数（即质点系的动能与质点系的位 
能之差）用新坐标和新坐标关于时间的导数的表示形式是 


令 

Pi 称为 qi 的共轭变量. 


Pi 


dL 


dqi 

若 gsj+i = x l j (j 


(i = 1，…， 3 n )， 




l ，...， n，Z = l ，2,3), 则 


( 8 . 10 . 10 ) 


P3j+z = rnx ) 


(j = n ,/ = 1,2,3). 


物理学家把 mg 称为动量.所以，一般的广义 坐标％ 的共轭变量 p , 常称为广 
义 动量. Lagrange 方程组 （8.10.7) 和广义动量的定义 (8.10.10) 合在一起成为 


以下的方 程组: 


命题 8.10.1 




( 8 . 10 . 11 ) 



93n , qi , 


q 3 n 


( 8 . 10 . 12 ) 


若动能： T 是 qir -. qsn 的二次齐次函数，而位能 [/与 心,无关（由 
(8.10.7)，无约束质点系在直角坐标系中是满足这两个条件的)，则这个£；恰代 
表质点系的总能（即质点系的动能与质点系的位能之和). 

证由 §8.8 中的第4题的 （ Hi ) (关于齐次函数的 Euler 等式)， 


3n 




dL 

dqi 


3n 




dT 

dqi 


2 T . 


所以 

3n 



.dL 

Ql Wi 



= 2 T -{ T - U ) = T ^ U . 


□ 


应该 指出，假若 q = (<?1 ， • • • ， g3n) ^ X = (XI， • • • ， X3r0 是个局部微分同胚， 


则 


3n 


了 = 5： 


m 
2 




dxi dqj 
dqj dt 


2 
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上式右端是心， •. •，如 n 的二次型，而且这个二次型还是正定的.因此，命题 8.10.1 
中的假设（动能 T 是 q lr -, qsn 的二次齐次函数）通常是成立的.下面的假设 
也是合理的：若 Lagrange 函数 L 关于么 （i = l，."，3n) 的 Hesse 行列式非 


零: 


det 


• d 2 L d 2 L 

dqi dqi dqi dq 3 n 

• 秦 

• ♦ 

學 禱 

d 2 L d 2 L 

- dq3ndqi dq3ndq3r 



#0, 


(8.10.13) 


每个 6 局部地可以表成 q ilP i(i = l，...，3n ) 的函数.这时， i； 也可以表成 
q i)Pi (z= l ,..- ? 3 n ) 的函数.这个以 q l)Pi (z = l ,...,3 n) 为自变量的函数称为 

质点系的 Hamilton 函数，记做 


3 n 


打(仍， .， P 3 n ) = E — ^ (jiPi 一 L 、 


(8.10.14) 


应该强调 的是： Hamilton 函数 •.. ，卯…仍， • •.，p 3n ) 的自变量是叭， 
•••，伽， 01 ，...，]^，而 Lagrange 函数 Z/ = L (奶， • • • ， 奶…々1， •. •，如 n ) 的自变 

量是 gi，_..，g3n，h，...,^n. 这两个函数自变量的区别在下面求它们的偏导数 


时是非常重要的: 


dH 

dqi 


衷示在 qj(j 士 i ), Pk{k = l，..‘，3n) 固定时， W 关于仏 


的导数；而 


3 L 

dqi 


是在 ftC/ # i)Mk = I ,**-,3 n) 固定时， L 关于％的导数. 


假若同学们注意到 §8.8 第25题中的定义 8.8.6, 会发现由（8.8.卟和(8.8.8) 2 
确定的变换 （々i，"..々 3 n，/j) (Pi， …， P3n,W) 事实上是个 Legendre 变换（把 
仍，…， Q 3 n 看成参 数). 

通常，由点（奶，…，仍 n，Pi ，…， P3n ) 构成的加维空间 R 6 " 称为质点系的 
相空间， 记做: P . 相空间的概念在经典力学、统计力学，甚至量子力学中都扮演 
着重要的角色. 

由（ 8 .10.1 4 )和 （8.10.11) 的第一个方程组，并把屯 = 6( 奶,… ，伽 1 ，仍，…, 
P 3 n ) 看成 gir -, Q 3 nyPly -- yP 3 n 的函数，我们得到 


on 

dqi 


3 n 

E 

J = 1 


dqj 

% 


Pj 


dL 

dqt 


3 n 

E 


dL dqj 
外％ 


—- - 


dL 

% 7 


?: = !•，•••，3n. 


(8.10.11) 的第一个方程组可改写成 


dpi 

dt 


dH 

dqi 


1，…， 3n 


(8.10.15) 
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为了保证条件 (8.10.19) 成立，我们要求 

hi ( to ) = hi ( t \) = ki ( to ) = ki ( t \) = 0 (i = l ，-"，3 n ). (8.10.20) 

所以 


S(q(t) + k ⑴， pW + h ⑴) 一 5( q ( t ), p ( t )) 

3 n 





to 


[⑼⑴ + 匕⑴ )( Pi ⑴ + hi ( t )) 


一九 (9 l ⑴ + 灸 1 ⑷，…，分 3 n ⑴+ A ：3 n ⑷， Pi +九1⑴，… ， P 3 n ⑷+ "3 n (0) 

3 n 

- ^2 么 ( 伽⑴ + W ( 仍⑷， … ，伽 ⑷， Pi W，• . ^P3n(t))\dt 



tl 


to 


3 n 


3 n 


OH 


d ^ ki ^ 




dt 


+ 0 ( sup 

1 彡 W 3n 


n ^ n (_| + |_|)) 



<1 




3 n 


3 n 


on 


祕) ftiW - kiit ^ it )) - ^2 




3 n iYU 


dpi 


dt 


ti 




max (|fci(i)| + |/ii(0l)) 



tl 


( 0 


3 n 




- 1 


■S) 


3n 


h t ( t ) 


Y, I 和⑷ it ⑴ 


dqi 


dt 


oi sup max (| fc 2 (^)| + \ hi ( t ))). 

^i^3n / 




在推导的最后一步，我们用了条件 (8.10.20). 由上式，我们 知道： 用自变量为 
奶，…，奶 n , pi , …， P3n 的 Hamilton 函数表示的作用量 （8.10.18) 的微分相对于 
满足条件 （8.10.20) 的 k i ( t ) ) h i ( t)(i = l r -- 1 3 n ) 的值是 

^^'(<? l .**- i 93 niPl »'* , . P 3 n )(^ 1 (05 * ' * ) 友 3 n ⑴， 九1 ⑴， •.. ’ 九 3 n ⑴） 

( 8 . 10 . 21 ) 

故满足 Hamilton 方程组的 ^(0,^(0 必是用自变量为 

仍，…，奶 n ， pi ,...， j > 3n 的 Hamilton 函数表示的作用量 （8.10.18) 在条件 （8.10.19) 
下的平稳点.由 Du Bois Reymond 引理， 反之亦然. 口 
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17 世纪 Isaac Newton 建立了经典力学中描述质点运动的基本方程，这在 
人类探索大自然规律的努力中是具有里程碑意义的重大事件 . 18, 19 世纪 Euler , 
Lagrange 和 Hamilton 等对 Newton 描述质点运动的基本方程进行了细致的研 
究和分析后，建立了今天称为分析力学的理论.这为20世纪的物理学革命准备 
好了不可缺少的条件,狭义相对论、广义相对论和量子力学在20世纪初相继诞 
生.这是人类科学史上最激动人心的事件之一，它揭开了大自然的一个重要方面 
的真面目.这个真面目与直观的理解竟如此不同，使得人类大为惊讶.可以毫不 
夸张地说，没有数学的介入，取得这样的成就是不可思议的. 

进一步阅读的参考文献 

以下文献中的有关章节可以作为多元微分学的进一步学习的参考： 

[1] 的第七章较详细地介绍了多元微分学，包括变分法中的 Euler-Lagrange 
方程和经典力学中的变分原理. 

[2] 这本微分学一开始就是讲多元（甚至是空间中的元素为自变量）的微分 
学.内容丰富，写得非常简练. 

[6] 的第八章介绍了多元微分学. 

[7] 这本微分学较详细地介绍了多元微分学. 

[9] 是作者关于分析学的一套巨著的第一卷，详细讨论了赋范线性空间上的 
微分学. 

[10] 的第二章和第三章介绍了多元微分学. 

[13] 的第二卷的第二章和第三章介绍了多元微分学. 

[15] 的第二十章介绍了多元微分学，包括了 Banach 空间上的微分学. 

[17] 的第三章介绍了多元微分学和 Banach 空间上的微分学.第六章的第 
22 节介绍了变分法中的 Euler-Lagrange 方程和经典力学中的变分原理. 

[18] 是一本专门介绍隐函数定理的小册子，包括 Hadamard-Levy 整体隐函 
数定理和 Nash-Moser 隐函数定理等.内容很丰富. 

[21] 的第三章较详细地介绍了多元微分学. 

[23] 的第五章生动地介绍了多元微分学. 

[25] 的第八章较详细地介绍了多元微分学. 


第 9 章测 度 


建立近代测度与积分理论大致有两条途径：一条是先由简单图形 
的测度（如长方块的体积）出发，逐步把测度的定义域扩张成包含所 
有的“可测集”的一个集 合类； 然后在测度理论的基础上建立积分的 
理论.这是 Lebesgue 和 Caratheodory 等人的方法.另一条是把积分 

看成是在由一类常见函数（如连续函数或阶梯函数）构成的线性空间 

上的具有某种性质的“线性泛函”，然后逐步把线性泛函的定义域扩张 

成包含所有的“可积函数”组成的线性空间.这是 F.Riesz, Daniell 和 

Kakutani 等人的 方法. 本章及下一章采用第一种方法，似乎这更接近 

于概率论中先引进概率，后引进期望的在直观上较易接受的传统•但第 

二条途径比较简便，而且对泛函分析的学习方 便些. 两者儿乎是等价 

的. 我们在第 11 章的补充教材中将简略介绍经由 Kakutani 改造和推 

广了的 F.Riesz 的 方法. 同学们若想了解第二种方法的细节，可参看本 

讲义最后列举的有关参考书，例如，本册讲义最后所附的参考文献中的 
[1礼[1 6 ],[ 22 ]和 [ 24 ]. 

数学中的曲线段的长度，曲面片的面积和三维空间中区域的体积 
都可以看成是一个集合类到一个（扩张了的）实数轴之间的对应关系 
(扩张了的实数轴常理解为 Ru {± oo }). 这种由集合类到（扩张了的） 
实数轴的映射称为集（合）函数.数学中经常遇到的集合函数都具有一 
个重要的特性，即所谓可 加性. 例如，设 a < 6 < c ，（ a ，6] 和 （6， cj 是两 
个不相交的（左开右闭的）直线段，它们的长度分别是6 -《和 c 一 
这两个互不相交的（左开右闭的）直线段之并 （ a ， c ] = ( a ， 6 ] u (6 . c j 的长 
度 c - a 恰是 （ a ，6] 和（6, c ] 的长度之和 : c — a = (6 - a ) + (c — 6) •曲线 
段的长度、曲面片的面积和三维空间中区域的体积都具有这种可加性 
(参看本讲义第一册的 §6.8). 物理中的质量、电荷、能量和概率论中的 
概率也具有这种可加性.为了讨论方便，大家对这种具有可加性的加 



220 第 9 章测度 


强形式（并具有其他附加性质）的集合函数给一个 称呼： 测度.它的构 
筑及性质有必要给予专门的研究.这便是本章的课题. 


§9.1 可加集函数 

定义 9.1.1 设； C 是个非空集合，4是由 X 的某些子集作为元 
素而构成的非空集合（常称为集合类或集合族 ). 4称为一个代数，假 
若它满足以下三个 条件： 

(i) 0 € 处 

(ii) e A{A C e A)\ 

(iii) VA 5 J5€.4(AU5G^). 

因 4 n S = (4 C u B c ) c , 代数 > 必具有性质： 

由数学归纳原理,我们有 

yAj e *4 ( J . = 1，…, n ) ( [J A /. ^ 八门 A € 乂) • 

S=i j=i } 

又因 = An /?' 我们有 

yA,BeA{A\BeA). 

例 9.1.1 只由空集合及 X 两个元素构成的集合类 {0， X } 是代 
数. 

例 9.1.2 由久的全体子集构成的集合类 2 X 是代数. 

定义 9.1.2 设4是由 X 的一些子集组成的代数，表示扩张 
了的非负实数全体： R + = R + U { oc }. 映射 / i :4-> R + 称为有限可 

加(简称可加）集函数，若 

V ^4, D G A{A fl B n(A \J B ) = //( A ) + 

在定义 9.1.2 中我们涉及了 oo 的加减运算，将来我们还要遇到 OC 
参与的加减运算.关于它我们作如下约定. • 
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Vi € R+(f + oo = oc + 1 = oo), 

Vi G R+(oo 一 t = oo), 

oo - oc 被认为是无意义的 . 

关于涉及 0C 的大小关系，我们约定 

Wt € R + (< < oc). 

有了这个约定，有 H+ = [0,oc]. 

命题 9.1.1 若 A € A B € A 且 A C S ， 又若//⑷ < oc ， 则 
li{B \ A) = /i(S)- /i ㈤. 顺便，我们有 MA). 

证因 B = AU(B\A) 9 £ 4n(5\4) = 0 ，由可加性得到 下式： 

M (B) = u(A)+ M (B\A). 

因 /i(A) < oo , 故 

M( b \ A ) = ^(B)-^i{A). 

又因我们有 


K B ) ^ P ⑷. □ 

命题 9.1.2 若 3 A € «4(//(^4) # oc ), 则 / i (0) = 0. 

证 / i (0) = fi(A \ ^4) = / i (乂） 一 ",( A ) = 0. □ 

例 9.1.3 设 X # 0，/ : X — [0, oo ] 是一个给定的映射，4 = 2 X . 
对于任何>1 C X ，令 

n 

M ( A ) = sup ^/( xj ), 

{x u -,x n }CA j=1 

右端的上确界是对 A 的所有的有限子集取的.不难看出， M 是 — 
[0 3 oo ] 的可加集函数 .( 注意： 我们这里采用了 约定： sup (0) = Q ). 

特别 ，X = {0,1}， /( O ) = /⑴=1/2时，我们得到 

f 1 ，若 A = {0,1}， 

= j 1/2 ,若乂 = {0}或{1}， 

I 0, 若 A = fli 
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在中学学过一点概率论的同学会看出，这个可加集函数 / i 给出了掷钱 
币的概率模型中的概率，只要让1代表钱币的正面,0代表反面即可. 

掷钱币的概率模型可推广如下 ：X = {0，1},/(0) /( I ) = 1 一 p , 

其中0彡 p 彡 1. 这相当于作某次试验（例如，打靶)，成功的概率为 p , 
失败的概率为我们得到 



若 乂 = {0，1}， 

若 A = {0}, 

若 乂 = {1}, 


若 A = H 


这是概率论中的 Bernoulli 概型.它代表只有两种可能结果的随机试 
验的概率模型. 

假若连续作两次同样的试验（例如,打两次靶)，并假定两次试验的 
结果之间无因果关系，用概率论的语言说，两次试验的结果是“ 互相独 
立， ’的，则刻画这个概率问题的数学模型是 ： X = {(0,0)，(0，1)，(1，0)， 
(1， 1 )}( X 也可看成由集合{1， 2} 到集合{0, 1} 的映射全体，请同学想清 
楚这里面的对应关系!)，而函数/如下界定：/((0,0)) = p 2 ,/((0， l )) = 
/((1，0)) = p(l 一 p ),/(( l , 1)) = (1 - p ) 2 . 我们也可以写出概率测度 /x 
的公式的表.不过，这个表将比较大，因为 X 有四个元素， 2 X 的元素 
共有/ = 16个!假若连续作 n 次同样的试验（例如，打 n 次靶)，并假 
定这 n 次试验中任何两次的结果之间无因果关系，用概率论的语言说， 
任何两次试验的结果“互相独立”，则这个概率问题的数学模型是这样 
刻画的:记映射心{1，2,…， n } — {0,1} 如下： 


4>{j) = 



若第：/次试验成功， 
若第 j 次试验失败， 


则 n 次同样的试验的概率模 型是 ： X = {( p : 0是{1，2,…， n } 到 {0,1} 
的映射}(换言之， X 是到 {0,1} 的映射全体，当然，这个集 
合与 {0,1}" 之间可建立双射).若每次试验成功的概率为 p , 失败的概 
率为1 - p ， 则叉中每一点0 € X 的概率是 
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m = n(/ (j) (i- p)i - 則 ） = (1 一 p 广 E? =1 W) 

j=i 

若记 i /⑷为集合 {j € { l ,2,..., n }: 0( j ) = l } 的元素个数，换言之， 
K 0) 表示 n 次试验中成功的 次数： 

n 

= X^c ?)， 

j=l 

则 

/( 釣 =p " ⑷ (l-p) 71 - 1 ^). 

因为集合 0 : 〃(⑹ = A :} 的元素（每一个这样的元素代表恰有 A ; 
次成功的一个 n 次试验序列）个数恰是 n 个元素中任取 A : 个元素的 

取法的个数，故 n 次试验中恰有 fc 次成功的概率是 

P(z/(0) = k)= Q p k (l-p) n ~ k . 

这样我们又得到一个新的概率模型，它称为二项概率模型.二项概率 
模型是 •• / = {0，1，...，77}，而 

^(W)=^p fe (i-pr- fc . 

这是初等概率论中由 de Moivre 和 Laplace 等数学家用包括极限概念 
在内的数学分析方法认真研究过的最早的概率模型之一也许包含这 
个内容的 Laplace 的专著《概率论》的出版标志着分析概率论的诞生， 
而分析概率论是近代概率论中最早成熟的分支. 

例 9.1.3 中出现的几个 X 都是有限集， X 上的代数/ =： 2' 下 

面的例中的 X 已是无限集，而代数4已不再是 2 X 而是 2 X 的真子集 
了. 

例 9.1.4 设 X = R ， 2：表示所有左开右闭区间 （ a ，6] (其中 - oc < 
a ^ b ^ oo ) 所组成的集合 （ 注意：0 = ( a , a ] € I ,在本例和下例中，我 
们暂且 约定： ( a , oo ] = ( a , oo )). I 具有以下性质 •• 2： 相对于有限交运 
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算封闭，但 I 相对于有限并运算和取余集运算并不封闭•记乂为所有 
可以表成: Z ： 中的元素（即左开右闭区间）的有限并的集合的全体，则 
4相对于有限并、有限交和取余集运算均封闭（请同学补出证明的细 
节).换言之 ，/ 是代数.不难看出，乂中每个元素（作为 R 的子集）的 
连通成分是个左开右闭区间 . 4中每个元素均可表成有限个无公共端 
点（注 意： 左开右闭区间沁， 6] 有两个端点 a 和6,但左端点 a 不属于 
这个左开右闭区间 ( a ,6]) 的两两不相交的左开右闭区间之并，且这种 
表示是唯一确定的.又设4是定义在 R 上，取值于 R 的单调不减的 
右连续函数.对于4中每个元素 A 由上面的讨论 A 有唯一的如下表 
不式： A = U 其中 ai < 6i < ( Z 2 < 办2 < … < a n 〈办 n . 我们定 

J = 1 

义 , 

j=i 

不难证明， M 是 4 上的（非负）可加集函数（请同学自行补 证). 特别， 
当沴⑷= i 时， 这个小 产生的（非负）可加集函数 ix { A ) 正好对应于构 
成 A 的有限个两两不相交的线段（或区间）的长度之和.它将产生的 
积分（产生的具体方法将在本章及下一章中讨论）正是我们己经研究 
过的 Riemann 积分以及即将研究的 Lebesgue 积分.在 §6.11 中就己经 
明白，为了考虑概率论中的问题（和其他分析问题，如矩问题)，十分重 
要的 Stieltjes 积分将应运而生，这时我们不得不考虑其他的4 了•换 
言之，19世纪末， Stieltjes 从矩问题的研究中就己经认识到，必须冲破 
只限于考虑对应于长度（或面积、体积）的可加集函数的框架 • 

例 9.1.5 设 X = R ' Z 表示所有左开右闭 （ n 维）区间（常称为 

n 维长方体) ft (巧，叫所组成的集合，其中 a”bj (j = 1，…, n ) 满足条 

件： — oo 彡 cij 彡< 00 (j = 1， …， n )( 注意 ： 0 = ( a , a ] G X , 我们还约 
定： ( a , oo ] = ( a , oo )). I 相对于有限交运算封闭，但 T 相对于有限并运 
算和取余集运算不封闭•记 d 为所有可以表成 I 中的集的有限并的 
集合的全体，则 A 相对于有限并、有限交和取余集运算均封闭（请同 
学补出证明的细节).换言之 ，/ 是个代数.不难证明， Z 中每个元素均 
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1表成有限个两两不相交的左开右闭区间 之并. 左开右闭 （ n 维）区间 
n ⑷•，〜1的 n 维体积我们定义 如下： 

i=i 

m ( n ⑷，叫 ) = fi，- 

这里,我们用到了以前的 约定： O.oo = 0. 有限个两两不相交的左开右 
闭区间之并的 n 维体积定义为 

爪 (U Qfc ) = J 2 rn ( Q k ), 

Ai= 1 k— 1 

其中 {Qfc : A : = 1，…， p } 是 p 个两两不相交的左开右闭 （ n 维）区间. 
可以证明， m 是代数4上的（有限）可加集函数，证明的细节留给同 

学作为习题（参看§97的第1题)•通常，这样的可加集函数 m 称为 

Lebesgue 可加集函数 . 

例 9.1.6 设尤= R ' 7表示所有左开右闭 ( n 维)区间行 ( aj ^} 

i=i 

(其中 -00 < <00, j = l ,..., n ) 所组成的集合 •记/ 为所有可 

以表成 Z 中的集的有限并的集合的全体，则 j 是个代数.设//是定义 
在 /上的 （有限）可加集函数，且满足以下 条件： 

对于任何递减的数列 g 1 ) > 4 2 ) > … …和 fej 1 ) > 6 f ) > 

… > 6” …，记 lim aj m ) = %•和 lim & ( 广=~，其中 j = I ... n 
我娜 W — 一 " 



病足以上条件的（有限）可加集函数//称为 R n 上的 Lebesgue-Stie 1- 
tjes 可加集函数 . 

到 I 9 世纪末，数学家们（如 Borel 和 Lebesgue 等)注意到，假 
若把集函数的可加性条件加强为集函数的可数可加性（也称完全可加 
性)，这样建立起来的测度理论的内容将非常丰富，使用起来也特别方 
便.他们逐渐建立了新的积分 理论. 法国数学家 Lebesgue 的贡献在新 
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积分理论的建立过程中是最关 键的. 所谓集函数 / i 的可数可加性是 
指： 在代数4上定义的集函数 / i 满足的有限可加性应加强为可数可 
加性.换言之，若 { En }^ 是可数个两两不相交的代数4的元素，且 

0 ^ e A 则 

n—\ ㈤ 

U 五打） = 

乂 n=l ’ n=l 

这样加强了的条件在很多情形（例如，概率论中或几何中）是得到满足 
的.只当有限可加性改为可数可加性后，建立在极限概念基础上的分 
析数学的威力强大的工具才有机会用上，由此便可得到许多只靠有限 
可加性无法得到的深刻结果，测度的理论和应用的局面便完全改观了 • 
后来数学的发展证明了 Lebesgue 迈出的这一步是完全正确和十分重 
要的 .( 顺便说一句,据数学史记载， Lebesgue 的工作在法国遭到了一些 
德高望重的数学家的轻视.他的1902年的学位论文不得不发表在意大 
利，直到1919年，这时 Lebesgue 积分早已在全世界被广泛使用，他才 
获得了教授的职称 .） 本章将介绍经由后人（特别是 Carathbdoiy ) 推 
广并完善了的 Lebesgue 迈出的这个具有重要意义的一步.有限可加性 
是直观上比较容易接受且逻辑上常常是容易检验的.但我们想象的具 
有可数可加性的集函数是否（在数学意义上）真的存在？这需要严格 
的论证.我们要认真解决的第一个问题便是研究在什么条件下我们想 
象的具有可数可加性的集函数是的确存在的. 


§9.2 集函数的可数可加性 


本节要严格地介绍可数可加集函数的定义及其基本性质. 

定义 9.2.1 设 X 是个非空集合(常称为空间). AC 2 X 称为 a- 代 
数，假若它满足以下三个 条件： 

(i) 0 e A 

(ii) AeA=^A c eA\ 

(iii) (V/c € G >t)) U Ak ^ A. 

/c=l 


§9.2 集函數的可數可加性 227 


换言之,&代数是一个对可数并运算封闭的代数，由 （ii) 及 de Mor _ 
gan 对偶原理， a - 代数对可数交运算也封闭.非空集合义和心代数 
乂 C 2 X 组成的二元组 ( X : A ) 称为可测空间， j 中的元素称为可测集. 

例 9.1.1 和例9.1. 2 中的代数都是 a - 代数，但例 9.1.4 和例9丄5中 
的代数4都不是 a - 代数. 

不难证明••设 (a € /) 是集合 X 上的一族 a- 代数，则 f) 

aC/ 

也是心 代数； 设 S C 2' 则包含 Z ? 的所有 X 上的 a - 代数之交也是 

a - 代数，它是包含 S 的所有 X 上的 a - 代数中的最小的 a - 代数、常称 

为由5生成的^代数. 

定义 9.2.2 设又是个拓扑空间，则由 X 上全体闭集组成的集 
族生成的 a - 代数称为:上的 Borel 代数 . Borel 代数中的元素（它本 
身是又的子集）称为 X 中的 Borel (可测）集. 

X 中的开集，作为闭集之余集，当然是 Bord 集.故 X 中的开集、 
闭集、可数个开集之交、可数个闭集之并等均为 Borel 集. 

不难 证明： 拓扑空间 X 上全体幵集组成的集族生成的^代数恰 
是义上的 Borel 代数 • 

例9.1. 5 中的左开右闭 （ n 维）区间全体组成的集族所生成的心代 
数5恰是 R n 上的 Borel 代数.这是因为 R / 1 中的开集均可表成可 
数个左开右闭 （ n 维）区间之并，所以 R " 上的 Borel 代数是6的子 
集.反之，任何左开右闭 （n 维）区间可以表示成可数个闭 （ n 维）区 
间之并，所以5是上的 Borel 代数的子集 • 这就证明了 就是 
R 71 上的 Borel 代数.又因任何开 （ n 维）区间是可数个左右边界之坐 
标 a h bj(j = l ， ... ， n) 均为有理数的左开右闭 （ n 维）区间之并.而任 
何左开右闭 （n 维）区间是可数个开 （ n 维）区间之交，故左右边界之坐 
标均为有理数的左开右闭 （ n 维）区间全体组成的集族所生成的心代 
数恰是 R n 上的 Borel 代数 • 构造一个非 Borel 集并不容易，换言之， 

非 Borel 集在通常的数学问题中是不容易遇到的.但非 B ore l 集是的 
确存在的，而且，在某种意义上说，是非常非常多的. 

定义 9 . 2 . 3 设义 是个非空集合，4 C 2' 集函数 M : d — R + 
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称为可数可加的，假若对于任何可数个 A n eA ( n = I ， 2 ,…)，只要这 
些 A 是两两不相交的，且0 e 乂,我们便有 

n=l 

U 乂 n ) = (人) • 

^ n=l ’ ri—l 

又若4是个 a - 代数，则可数可加的 映射" 称为（尤4)上(简称 X ±) 
的一个测度.非空集合 X ， a - 代数乂 C 2%和可测空间（久，《4)上（简 
称 X 上）的测度 / i 组成的三元组 ( X , A , fi ) 称为测度空间 • 

假若 X 是个拓扑空间， a- 代数 4 是 X 上的 Borel 代数，且任何 
紧集的测度都有限，则 ( X , A ) 上的测度称为 Borel 测度. 

有了测度概念后,我们面临两个首要的问题是： （1) 对于常见的空 
间（如 R 71 )， 满足一些很自然的要求（如平移不变的要求）的测度是否 
真的存在? (2) 假若测度存在，它的常用的简单性质是什么？本章就是 
讨论这两个问题的.我们先讨论第二个问题，第一个问题留到 §9.3 和 
§9.4 去解决. 

命题 9.2.1 设 X 是个非空集合，4是 X 上的代数，//是定义在 
代数 /上的 （有限）可加集函数，则 M 是可数可加的充分必要条 件是: 
对于任何可数个 e 乂 (n = 1,2, . • •)，它们满足条件 A C A n+1 (n = 

1，2，...） 和 0 则必有 

n=l 



证假若 // 可数可加，而€ 乂 (n = 1，2,…）满足条件 A n C 
乂 n +1 (Tl = 1，2, . . •） 和 （J An € 乂.不妨设 

n=l 

Vn G N(/Li(^4 n ) < oo). 

不然命题的结论显然成立. 

由于乂是 X 上的代数，每个€ 乂，故 > ln + l \ A n e A(n=l 
又由于4 C A n ^.i (n = 1，2,”.)， 故对于 n + m 、(^ n +i \ 人) 
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n (A m+l \ Am) = 0. 对于任何自然数 n ， 有 (A n+l \ A n ) n = 0. @ 
(同学自行补出证明） 

oc oo 

U 乂 71 = U U (A n -\，i \ A n ) , 

n=l n=l - 

我们有 





(i4 n -j_i \ Ajx) 


= ^{M) + [ \ A n ) 


= m(^i) + [(/i(A n+ i) - ii(A n )) 

n=l 

=lim fx(A n ), 


其中倒数第二个等式成立的理由是命题 9.1.1. 

反之，假设可加集函数 g 对于任何可数个 € A (n = 1,2,.-.), 

只要它们满足条件 C ^ l n> i (n = 1，2,…）和 I ] e A 必有 

n=l 

= lim fi{A n ). 



Ss n (n = l ， 2 , …）是一串两两不相交的乂中的元素，且 \J D n e 

n=l 

A 则 

k fc + l 

1J 5 n c |J B n , 

n=l n=l 

由假设，有 





k oo 

=lim ^/ i ( i ? n ) = 

K ^ OO 

n—1 n=l 






推论 9.2.1 设 X 是个非空集合，4是 X 上的 a - 代数， /i 是定 
义在心代数 j 上的一个测度.设 e d (n = 1，2,…),它们满足条件 
乂 n 〕1 {n = 1，2, • • •)， 且有某个 no € N ， 使得 "(U < oo , 则 
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4 Pi • 

证对于任何 n 彡 n 0 , 令 = An。\ 人，易见 {Bnl^Lno 是单调 
递增的，且 fi ( B n ) = ^{ A no )- MA n ) .对使用命题 9.2.1 的结果便 

有 



=^( Pi i A no \ Bn)] = 

\ n—rio / 

= fi ( A no )- fi ( M ="(人。）- lim ^( B n ) 

\ J Tl ― ►OO 

\ n=no / 

=lim [ ti ( A no )- fi { B n )}= lira / i (4 n 。\ B n )= lim fi { A n ), 

n—>oo n—►oo n — >oo 

其中倒数第二个等式成立的理由是命题 9.1.1. □ 

命题 9.2.2 设 X 是个非空集合, 4是 X 上的 a - 代数，是 
定义在 a - 代数乂上的两个测度 ， i e R + ， 4 G 入贝 IJ 

( i ) 由关系式 V_E e A((n + i /)( E ) = fji ( E ) + 1 /⑹)定义的 "+ P 是 

测度； 

( ii ) 由关系式 e A {{ tfi )( E ) = tn ( E )) 定义的 t / i 是 测度； 

( iii ) 由关系式 e A { fi A ( E )= fi ( AntJ )) 定义的 / iA 是测度. 
由测度的定义出发便可得到命题的证明，细节留给同学自行补出. 
定义在 a - 代数 d 上的两个测度/ X ，1/之间的大小关系定义如下： 

{\/E e A ( fi { E ) ^ p (£)))• 

定义在心代数/上的两个测度 m ， i / 的极大 \ x ^ Jv 与极小 m A 1/分别 
定义为 

(/x V 1 /)( 五)= max {/ i ⑹， 1 /( 五)}， (/x A v ){ E ) = min {/ i ⑹， "⑹ }• 

相仿地，可以定义一族测度 Ma 的上、下确界 sup / x a , inf / x Q . 

一般来说，测度的上、下确界未必是测度.&是因可加性在取确 
界后有可能被破坏.但我们有以下有趣的结果. 
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定理 9 . 2 .1设 X 是个非空集合， j 是 X 上的 a - 代数 ， { Ma : 
(a 6 /)} 是定义在 a - 代数 j 上的一族测度.假若 

Va , (3 6 737 ^ ^ ^ // 7 ), 

则由下式定义的集函数 

^{E) = s\ipfi a (E) 

aEl 

是 心代数 d 上的测度. 

证设 E n (n = I ， 2 ,…）是心 代数乂 中的可数个两两不相交的 
元素，£；= 0五 n . 我们要证明 

n=l 

oo 

明= 5> (恿) • 

n=l 

先假设 iy ( E ) < oc . 

对于一切^ > 0,我们有 a € /,使得 

OO OO 

U ( E ) ^ ^a(E)+e = ^2^a(E n )+e ^ ^ i/(E n ) + e. 

几=1 n=l 

由 e 的任意性，有 

oo 

明< ⑹. 

n~l 

为了证明另外半边的不等式，我们先注意以下 事实： 由定理的假 
设中关于测度族满足的条件，我们用数学归纳法 得到： 

▽ a】G /(j = 1, • • - , n )3 ^y G I ( fi aj ^ /^ 7 , j = 1，…， n ). 

任给 e > 0 和 j e N ， 有々 e /，使得 

^(Ej) > i/(Ej) - e/2 j . 

对于任何 n € N ， 有 7 e /，使得 


^ocj ^ /x 7 , j = 1 ， … ， n. 
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• fh(Ej) > ^ aj {Ej) > ^{Ej) - e/2 j . 


所以 



>E 响) - 


n 

> 一 e . 
i=i 


由 c 的任意性,我们有 



让 n 00,得到 

/ 00 \ oo 

1/ ⑹ = 1/f [J Ej) 

^j=i J . 7=1 

在 v [ E ) = oo 的情形，证明的思路完全一样，但更为简单.细节留 
给同学了. 口 

推论 9 . 2.2 设 

Ml 彡 /^2 彡 … 

是 (7- 代数义上的一串单调不减的测度.若集函数 / i 定义为 fi ( E ) = 
sup II j ( E ) = lim / ij ( E )， 则 " 是测度 • 

j€N 卜°° 


§9.3 外测度 

构造一个测度，或证明具有某种性质的测度的存在，远非像想象的 
那样简单.在 Lebesguc 工作的基础上， Caratheodory 给出了构造测度 
的一种与 Lebesgue 等价但更简便的方法.本节就介绍这种方法•为了 
构造一个 X 上的 &代数 和定义在这个心代数上的具有可数可加性质 
的非负集函数，也即测度，我们先退一步，引进一个定义在 2 X 上满足 
比可数可加性要弱的条件（称为次可数可加性）的非负集函数.我们把 
这样的集函数叫做外 测度： 
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定义 9.3.1 设 x 是个非空集合，具有以下性质的映射 n — 
R + 称为 X 上的一个外 测度： 

( i ) / i ，) = 0; 

(ii) 

( iii ) Vn G N ( A n C X ) =>^( Q ^ n ) < £ fi *( A n ). 

^ n=l ’ n=l 

，满足条件 （ iii ) 称为，具有次可数可加性.由条件 （ i ) 和⑻， 
外测度取的值必非负.下面的引理给出一个构造外测度的常用方法. 

引理 9.3.1 设 X 是个非空集合，0 / C C 2' 又给定了一个映 
射 A •• C — R +. 定义映射 — R + 如下： 


= 


0 , 

infj f A(C n ):C n €C, U C n DA), 

I n=l n=l J 


若 d = 0 ， 
若 4 # 0 ， 


则 〆 是个外测度. 

注数学中通常 约定 ： inf 0 = oc . 因此，当 yl C X 不能被可数 
个 C 中的元素覆盖时，有 / i *( A ) - oc . 

证外测度定义中的条 件⑴和 （ ii ) 显然成立.今设人 G 2^ (n = 
1，2,…).若有一个 n ， 使得 ^( A n ) = oo } 则外测度的条件 （ iii ) 当然得 
到满足.现在我们假设：对 一 切 n , / i *( yl n ) < oc , 则对于任何 e > 0和 
任何自然数 n , 有 Cj 70 € C (j = 1，2,…)，使得 


4 c U cf ) 且 ^(A n ) ^ T A(cf)) - e/2 n . 


因 G ac 0 G4 )， 有 

n=l n=l 7=1 



oo oc 

^ EE A ( c ] n) ) 

n=l j=l 
oo - 

^(^ n )+ e /2 n 




=^2^( A n ) + 


£. 



由 e 的任意性，有 
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\ n= 1 / n=l 

例 9.1.4 中曾考虑 X = R , 乂是 R 上的代数，它是以所有左开右 
闭区间 （ a,6] (其中 - 00 < a < 6 < oo) 的有限并的集合为元素的集合 
类(我们还约定： （ a ， oc] = (a, oc)). 又考虑 0 是 R 上的单调不减的右 

连续函数.对于4中每个元素乂 = 0 其中 Ql < 6： < a 2 < 

J = 1 

< …< a n < b n , 我们定义 


j=i 

例 9.1.5 屮曾考虑 X = R n , A 是由所有 n 维左开右闭区间的有限并 
的集所组成的集合类，它是 R " 上的代数.在这个代数上引进了一个 
非负可加集函数 M ， 它在两两不相交的 n 维左幵右闭区间的有限并上 
的值恰等于函数 M 在这些 n 维左开右闭区间上的值之和.由这个 / i 通 
过引理 9.3.1 产生的外测度称为 R n 上的 Lebesgue - Stieltjes 外测度. 
若，丄在 n 维左开右闭区间的有限并上的值恰等于这些 n 维左开右闭 
区间的 n 维体积之和，则由这个 /i 通过引理 9.3.1 产生的外测度称为 
R n 上的 Lebesgue 外测度. 

引理 9.3.1 给出了一个构造外测度的方法.但所构造的外测度 〆 
与用于构造 〆 的 A 之间的关系仍很不清楚.确切些说，我们不知道有 
没有以下 关系： 

\/AeC(^(A) = X(A)). 

假若有这个关系，则 〆 是定义在 C 上的 A 到 2 X 上的一个延拓.我们 
不知道什么样的条件可以保证，是定义在 C 上的 A 到 2 X 上的一个 
延拓.这个问题要在下一节中解决. 

§9.4 构造测度 


上一节已经给出了一个构造外测度的方法.现在要给出构造测度 
的方法.外测度是定义在2%上的，一般地说，它不是可数可加的，而 
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只是次可数可 加的. 我们构造测度的思 路是： 设法限制外测度的定义 
域，以确保可数可加性在限制了的定义域上得以满足.下面的办法是 

属于 Carath ( k)dory 的. 

定义 9.4.1 设 X 是个非空集合， 〆 是 X 上的一个外测度 . X 
的子集芯称为 〆 - 可测的， 若以下条件得以 满足： 

W 1 C X(^(A) = ^{A DE) + E c )). 

注 因为不等式 

wi c X(^(A) ^ ^{A n£) + n E c )) 

是一定成立的，这是由，的次可数可加性所保证的.所以五是 〆 -可 
测的充分必要条件是以下不等式 成立： 

^Acx(^{A) ^ ^ {An E) + fi*(An E c )). 

若 〆 (£；) = 0,则 n E ) = o . 由此，，⑷彡 ^{A n E c )= 
^( AnE ) + ^( AnE c ). 我们证明了 命题： 外测度为零的集合总是可 
测的. 外测度为零的集合常简称为零集.所以，零集总是可测的. 

我们紧接着要证明的是 •• （ 1) 全体 〆 -可测集组成之集合族是个 
a- 代数； （ 2) 〆 限制在全体 〆 -可测集组成之心代数上是可数可加的 
集函数.这就是下面这个定理的任务. 

定理 9.4.1(Caratheodory 定理） 设 X 是非空集合， fi •是 X 

上的一个外测度，则 X 的，-可测集全体以是个 C7- 代数，且限制在 
M 上的，是可数可加的. 

证 证明分三步进行： 

⑴首先，我们要 证明： 以是个代数.按定义 9 . 1 . 1 , 代数需要满足 
三个 条件. 以下两个条件显然成立：⑴0 e M 和 （ ii ) E ^ M =^ E C e 
M. 下面我们要证明定义 9 . 1.1 中要求满足的第三条 （ iii ) 的 成立： 
对有限并运算 封闭. 今设 E，F 则对于任意的4 C X ，因£可 

测，我们有 


fl JS ) + n*(A D E c ). 
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又因 F 可测，我们有 

fi*(An E c ) = fi*{A 门 E c n F) + n n F c ). 

将上面两个等式结合起来，并注意到下面这个集合恒等式 

(欠 n E) u (4 n 五 c n F) = [(A 门 E) u (4 n £； n F)] u (4 n 五 c n F) 

=( 乂 n u [(4 n £ n F) u (A n n F)] 
=( An £；) u ( AnF ) = An (£ uF ) 

(请同学说明以上四个等号成立的理由)，我们得到 

fi*(A) = fi*(A nE) + fi*{AnE c nF) + ^{A n £； c n F c ) 

^ //(CAnE)u04n£ ； c nF)) 

= 〆 (z n (£ u F)) + ^(A n(Eu F) c ). 


推导过程中的那个不等式是外测度的次可数可加性保证的.所得到的 
结果恰是 £UF e M 的充分必要条件.因此， M 对有限并运算封闭， 
换言之，人1是个代数. 

(2) 下面我们要 证明： 〆 在 X 上（有限） 可加. 若尽 F e * A / (，且 
EOF = 9 ,注意到 （£ U F ) n £； = £和 （£； U F ) n 五 c = F ， 对于任何 
ACX , 我们有 

^{A n (£； uF )) = ^{ An ( EuF ) nE ) + ^(An (£ uF ) n E c ) 

= ^{ AnE ) + fi *( AnF ), 


其中第一个等式用了 EeM 这个假设的条件.由数学归纳法可以得 
到 ，若 EjeM(j = 1 ， …, n) 且对一切 j / A :， 必有 Ej n = 0, 则对 
于任何 AC X 和任何自然数 n , 


特别，让 A 



n 


E " •(如 马) 


3 
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这就证明了，限制在人1上的 〆 是（有限）可加的. 

(3) 最后我们要证明：是个 a - 代数，且限制在以上的 〆 是可 
数可加的.设 (j € N ) 且对一切 j # fc ， 必有 Ej n 仏=0•由 

(1) 和 （ 2 ) 中已经证得的结果和以下关系式 ： ( 0 Ej) C d[\J 馬 ) ' 
我 们有： 对于任何自然数 n 和任何 A C X ， 3 


^{ A ) = I An 





+ "* (^4 n 



Ej 



n 


+ An 



Ej 



^ ^2 H* (A n Ej) + (An (0 勾 



让 n — oc ， 注意到外测度的次可数可加性，有 


00 / 

， 04) > fn 均 ）+ 〆 ( 4 n 



Ej 



> 如 



+ ^[ An 



c 


Ej 


⑷ • 


因为以上三个不等式组成的不等式链的两端是同一个量，(乂)，故不 


等式链中的四项均相等.由等式 




便知 D 尽€ A 1 作为对两两不相交的可数并封闭的代数， M 是心代 

7 = 1 


数（同学们自行补证 命题： 对两两不相交的可数并封闭的代数必对可 
数并封闭).又因 



我们得到 
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特别，让4 = x ，便有 



这就证 明了： ，在上的限制是可数可 加的. 口 

注对于 〆 -可测的£，£:的外测度常称为五的测度，并把 /( E ) 
简记为 n { E ). 为了方便，以后 〆 -可测集也简称为/>可测集_若 〆 是 
R n 上的 Lcbesgue - Stieltjes 外测度，由它产生的测度称为 Lebesgue - 
Stieltjes 测度 • Lebesgue 测度也是由 Lebesgue 外测度产生的 • 

我们己经有了一个通过集函数 A 构造外测度 〆 的方法，又有了 
一 个从外测度 〆 出发，通过限制定义域而得到一个测度 A 的途径.我 
们还不清楚,这样得到的测度在什么样的条件下才是 A 的延拓？也即， 
在什么样的条件下才有 命题 ： VE e C ( ME ) 二 / /(£；)). 这是 §9.3 末尾已 

经提到过的问题，现在我们要回答它. 

定理 9.4.2 设 X 是个非空集合 ， C C 2 X 是个代数，映射 A : C 



R + 是可数可加的，映射 〆 ： 2 X — R + 是由下式定义的: 






OC 


inf < Y 1 入 ((: n ) •• C n e C , U C n D 



若火=0， 
若#0， 


则每个 EeCM 〆 -可测的，且 〆 (五)= ME ). 

证设五 e C ， AcX , 则对于任何 e > 0, 有 F n € C (n = 1,2 ,…)， 


使得 oc OO 

4CU &， 且 ， ㈤ ⑷ +匕 
n=l n=l 

令 =巧和 则 F ； (7 i = 1,2,-..) 是两 

j = l 

两不相交的 C 中的元素，且 

oo oo 

Ac [jF n = \JF^ F ! n C F n , n 二 1 ， 2,… 

1 T\ J 

(请 同学补出以上两个论断的证明细 节). 因 A 在 C 上可数可加，注意 
到 G n e e c 及 G n e C ， 我们有 

參 
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^(A)+e^f^X(F n )^f^X(F^) 

n=l n=l 

oo 

= n £) + A (《 门 £ c )] 

n=l 

oo oo 

= ^A(F ； n£；) + ^A(F 1 ； n£； c ) 

n=l n=l 

彡 M*(A HE ) + M *(An E c )^ (9.4.1) 

其中最后一个不等式是 〆 的次可加性的结果，而最后第二个不等式 
是 〆 的定义的推论.由 e 的任意性，上式告诉我们 

^(A HE ) + n E c ) = ，(乂 )• 

# 

故五是可测的 . 〆 的定义又告诉我们， 〆 (五 K A ⑹•在 (9.4.1) 
式中让 A = £ ，有 

/,*(£；) ^ f ； A ( F ； n £；) + f ； A(K n 印 f ； A(K nE ) = X ( E ) : 

n=l n=l n=l 

最后一个等式用到了 Gn£(n = 1，2,…）是两两不相交的 C 中的元 
素及 A 在 C 上的可数可加性的假设.故 〆 (£) = X ( E ). □ 

注由 §9.7 的第2题 ( vii ), R n 上的两两不相交的长方块的体积 
之和在 Q 上是可数可加的.因而.由它生成的 R " 上的 Lebesgue 测度 
的确是长方块的体积之延拓. 

§9.5 度量外测度 

定理 9.4.2 给出了一个非常简洁的将一个在某代数上的非负可数 
可加集函数延拓成一个 a - 代数上的测度的方法.但判别一个在某代数 
上定义的非负集函数是可数可加的并非像想象的那样简单. §9.7 的第 
1和2题的结果告诉我们,在所有 IT 1 上可以写成有限个左开右闭区间 
之并之集构成的代数（记为 Q ) 上的体积集函数是可数可加的，完成这 
个证明也要费一番周折.但这是我们最重要的，也是最常用的代数上的 
非负可数可加集函数.由定理 9.4.2 的方法将它延拓成一个心代数上 
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的测度称为 Lebesgue 测度，这个 a - 代数中的元素称为 Lebesgue 可测 
集.因为 R " 上任何开集都是可数个左开右闭区间之并，因此 ， Lebesgue 
可测集全体构成的 ( J - 代数包含 R n 上的 Borel 代数，换言之， Borel 可 
测集必 Lebesgue 可测. 


有时，测度并非由某个代数上的非负可数可加集函数延拓成的.我 
们将来要遇到的许多测度是在度量空间上的，这种测度常常不是由某 
个代数上的非负可数可加集函数延拓成的，因为在度量空间上不存在 
一个天然的代数.在第11章的补充教材一中将介绍一个从全体开集 
构成的集族（一般地说，它并非代数）上的非负可数可加集函数延拓成 


一个测度的 途径. 本节要介绍度量空间上满足某种条件的外测度（称 


为度量外测 度). 相对于这种外测度构造出的测度也具有 Borel 集皆可 
测的性质. 


定义 9.5.1 设 ( X , p ) 是个度量空间， ACX ^ BCX . 我们称 A 

和 B 是完全分离的，若 


inf { p ( x y y ) : x e A , y e B } > 0. 

定义 9.5.2 设 、 X ' p ) 是个度量空间， X 上的外测度 〆 称为度 
量外测度，若对于 X 的任何两个完全分离的子集4和 S 都有 

我们的主要结果可以叙述 如下： 

定理 9.5.1 设，是度量空间 X 上的度量外测度，则 X 中的 
Borel 集，即山闭集族生成的 ex - 代数中的元素，都是，-可测的. 

为了证明这个定理，我们先引进一个引理. 

引理 9.5.1 设 X 是度量空间， E n cX ( n = l ，2，...） 满足条件 

E n C £ n +i {n = 1 ， 2, …). 


记 £= G 又设对于每个 neN , 和 E \ E n +1 是完全分离的，最 

n=l 

后设，是度量空间 X 上的度量外测度，则 〆 (£)= lim fi *{ E n ). 
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引理 9.5.1 的证明因 E n cE n+1 ( n = l ， 2,…)，有 ^{E n )^{E n ^ x ) 
( n = l ， 2 ,…)，故 L = lim G ^( E n ) 存在（当然有可能等于 + oc ) •因 ^( E n )^ 
/ i *(£；)( n = l ,2,...), 若 1 =+ 00 ,引理的结论自然成立.今 

设[<00,令 


义1 = 五1， 乂 n = 五71 \ E n — i ， 71 = 2, 3, . • . • 


因 4 nC £； n 且 人 +2 c £\£； n +1 ， 由引理的假设，人和 A n+2 完全分离 
所以 

P (An U >A n +2) = // (A n ) + fi (A n +2). 

归纳地，对于任何自然数 m ， 有 


r ，， 

> 二 "( 乂 2n-l) ~ P 



Mn-l ) < ^{E2m~l) < L 


和 


^2 fi *( A 2n ) = /i 

n=l 

oo 



^ 2/1 ) ^ M ( 五 2m) < 


所以，级数 E ^( A n ) 收敛.因此有 


^(E) = ^[E n U J ^^(E n ) + Y, 

fc=?i+l ’ fc=n+l 


让 k — oo 对上式取极限，有 


〆 (五） < lim ^{ E n ) = L . □ 

n—oo 

现在我们可以回来完成定理 9.5.1 的证明了. 

定理 9.5.1 的证明只须证明每个闭集 F C 久是可测的. 
对于任何 ZcX , 记 £ = ^4\厂和 £ n = { xeA : inf p { x , y ) ^ 

I y€F 

l / n |, n G N . 显然， E n C 五糾，且 E n cE ^ neN . 因 F 是闭集，我们 
有 E = U (同学们自行补出证明细节).设 : T e 和 y e 五\ 五 n+1 ， 

n=l 

贝! 1— 定有一个 z £ F 使得 p ( y , z ) < l /( n + 1). 另一方面， p ( x , z ) ^ 1/ n . 
Silt ：, p { x , y ) ^ p ( x , z ) - p ( y , z ) > l /[ n(n + 1)]. 故 f； n 和 £ \ E n+1 是 
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完全分 离的. 由引理 9.5.1, ^{E) = lun ^ ti*{E n ). 又因 ADF 和 £； n 完 
全分离， ^{A) ^ ^{(A nF)UE n ) :7(A OF) + fi*{E n ) 对一切自然 
数 n 成立.让 n — 00,有 

fi*(A) ^ ^{A HF) + 〆(£；) =^{AnF) + fi*(A\F). 

故，是 〆 -可测的. □ 

§9.7 的第3题告诉我们 Lebesgue 外测度 m * 是度量外测度.因此， 
我们又一次 证得： Lebesgue 可测集组成的心代数包含所有 Borel 集组 
成的 a - 代数.特别，开集、闭集、幵集之可数交，闭集之可数并，开集之 
可数交之可数并，闭集之可数并之可数交等均为 Lebesgue 可测集.应 
该指出，非 Borel 集的 Lebesgue 可测集是存在的，我们不去讨论这个 
问题了. Lebesgue 可测集组成的 a - 代数与 Borel 集组成的 a - 代数之间 
的关系将在下面的定理和以后的习题中讨论. 

定理 9.5.2 设 /X 是 R u 上的一*个 Lebesgue-Stieltjes 测度 ， A 是 
R n 上的一个 Lebesgue - Stieltjes 可测集，则有 Borel 集 F 和 G ， 使得 
F C 4 C (；，且 〆 G \ F ) = 0. 我们还可以要求上述 F 为某可数个紧 
集之并，而 G 为某可数个开集之交. 

为了证明这个定理，我们需要以下 引理： 

引理 9.5.2 设 / i 是 R n 上的 一 个 Lebesgue - Stieltjes 测度， S 是 
R 71 上的一个有界的可测集，则任给 e > 0,必有紧集 K 和开集[/， 

使得 K c B c f/, 且 〆 f/ \ /0 < 二 

引理 9.5.2 的证明由例 9.1.6, R n 上的 Lebesgue - Stieltjes 测度 
是从代数/上的某个可加集函数 / i 延拓出来的，其中 d 是由所有的 
有限个左开右闭区间之并构成的.再由外测度 〆 的定义，对于任何 

e > 0,有可数个左开右闭区间/, = f \( af \ bf ) ]( k = 1,2，...)，使得 

7 = 1 

BC 0 4 ,且 

k=1 oo 

k=l 

对于每个 keN , 可以找到一个开区间八〕4,使得 / i ( J fc ) < / x (4) + 



§9.5 度量外测度 243 


e /2 k ^ 2 , 因而有 S C G 八，且 

k —\ 




e 


k 


k=l 


2 知 + 2 


e 

4 




e 


k—l 


令 f/ = G 八， C/ 显然是开集，且有 5 C t/ 和 /i(U \ S) < e/2. 

k=l 

因 5 有界，有有界闭集 F 使得 S C R 对于可测集 F \ Z ? 再用 
上述结论，有开集 K ， 使得 F 〕 F \ B 且 M (V \ (F \ B)) < e/2. 易见， 
F\V 是有界闭集，因而是紧集，且 

F\V CF\(F\B) = B. 


因 B C F ， 有 


B\(F\V) = BnV CV\{F\B). 
注意到 ^7\(，\5))<£/2，有 


l i(D\(F\V))^ l i(V\(F\B))<e/2. 

将这个不等式与不等式 \ < "2 结合起来，我们有 

H(U\(F\V))=^(U \ Z ?) 十 M (S \ (F \ VO) < f + I =匕 

让尺 =F \ V ，引理 9.5.2 证毕. □ 

现在我们可以回来完成定理 9.5.2 的证明了. 

定理 9.5.2 的证明设//是 R n 上的 一 个 Lebesgue - Stieltjes 测 
度，4是 R " 上的 //- 可测集，则 A 可以写成可数个两两不相交的有界 
" -可测集 4 n ( n = 1，2....)之并 （ 例如，让 = 4 nB (0， n )) : 

OO 

A = |J A n . 

n=l 

给定了正整数 j 和 n , 有开集 GH \ 使得鳥 C 改）且 ^ \ A ) < 
1/0.2”. 易见 ， A C 0 故)且 〆 3 GW \ A ) < 1/ j . 由此，4 C 

n=l \ n=l ’ 


244 第 9 章測度 


n G 故）且 = 0 •取 G = 5 GgP，macg 

j = ln=l V j = ln=l ’ j = ln=l 

且 / i ( G \ A ) = 0. G 是可数开集之交 • F 的获得与 G 完全一样. 口 

定理 9.5.2 告诉我们，对于 R n 上的任何 Lebesgue - Stieltjes 测度〜 
/ i - 可测集和某一个 Borel 集只差一个零测度集，可以是一个 Borel 集与 
一个零测度集之并，也可以是一个 Borel 集挖掉一个零测度集•在下 
一 章中我们将会看到零测度集（又称零集）在求积分时基本上不起作 
用，故 / X - 可测集类与 Borel 集类之间的差异在讨论积分问题时并不太 

重要. 

§9.6 Lebesgue 不可测集的存在性 

我们很想在集合 X 上建立一个测度，即可数可加的集合函数，使 
得 X 的任何子集合都是可测的 • 但并非对于任何集合 X 和 X 上的 
一个给定代数上的某个 a - 可加集函数，都能延拓成一个使得 X 的任 
何集合都可测的 测度. 下面对于最常用的 X = R 上的 Lebesgue 测度 
的情形讨论这个问题.这个 R 上的 Lebesgue 测度是由定义在所有左 

幵右闭的区间构成的 7 T - 系上的区间长度这个集函数产生的. 

命题 9.6.1 R 上的 Lebesgue 可测集以及 Lebesgue 外测度 m * 

是平移不 变的. 换言之，对于任何 A CR 和任何 x e R ， m m { A ) = 

+ x ), 其中 A + a : = {ci + x : a € A } •又若 A 是 Lebesgue 可测集， 

则对于任何 xeR , A + x 也是 Lebesgue 可测集 • 

证因为在由左幵右闭区间的有限并构成的代数上，由区间长度 
生成的集合函数是平移不变的，因此，用 Caratheodory 方法产生的外 
测度也是平移不变的•再用 Carath 6 odory 方法产生的可测集及测度当 

然也是平移不 变的. ° 

命题 9.6.2 R 上的 Lebesgue 不可测集是存在的 • 

证我们将证明，在左闭右开区间[0，1)上有个不可测集•在左 
闭右开区间[0，1)上引进关系如下： 


x 〜 y 4==^ x - y G Q. 
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易见，它是等价 关系. 由这个等价关系，[0，1)分解成许多等 价类： 

[0,1) = [ jE a , 又当 时， E a nE 0 = 0. 

ael 

在选择公理成立的假设下，存在一个集合4 C [0, 1)，它与每个&之交 
都是单点集.因 Qn [- i ， i ) 可数，可设 Qn [- i ， i ) = { 91 ，仍，…，如， •••}, 
则 

oo 

[0, 1) C UM + %) C [-1,2]，又当 j #时，04 + 9j ) n(A + q k ) = ^ 

i=i 

其中 A + x-{a + x : a ^ A ). 若 A 是 Lebesgue 可测集，由命题9.6.1， 
m(A + q j ) = m{A + q k ) 1 再注意到 m 的可数可加性， 

OO 

1 = m ([0， l )) 彡 ^miA + qj ) < m ([- l ,2]) = 3. 

)=i 

由命题9.6.1，上式中的级数的各项都是相等的.假若各项都等于零，则 
级数和为零，这与第一个不等式矛盾.假若各项都等于同一个大于零 
的数，则级数发散,又与第二个不等式矛盾. 口 

注1所谓选择公理是指公理化集合论中的一条公理，它是这样 
表 述的： 对于任何一组由两两不相交的非空集合构成的集族 { E a :ae 

/}，至少有一个集合 Ac [j 仏 ，它与每个之交都是单 点集. 这个 

ael 

公理是由 Zermelo 首先提出来的，常称为 Zermelo 选择公理. 

注2 从命题 9.6.2 的证明中可以看出，具有平移不变性质的 R 
上的测度不可能使得任何集合均可测. 

§9.7 习 题 

1. 本题的目的是要证明以下的 命题： 定义在由 R n 上的所有有限个左开右 
闭区间之并构成的代数上的体积集函数是（有限）可加的.证明通过以下几个小 
题逐步完成： 

W 设 

(ik = Ck,o < c/e,i 彡 • ••彡 Ckj k = bk ) 1 彡 fc 彡 n ， 
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而在 R " 上的有限个左开右闭区间用以下记法表 示之： 

n n 

^ = II (akybk], A,, .,t n = u = 1, • • • ,/fc, A: = 1, • • • .n. 

k=l k=l 

试证： ,U 

m ⑺ = … Z! 爪 ( 八 l ， ...,in )， 

t I =1 l n = l 

其中 m (.) 表示左开右闭区间的体积集函数（参看例9.1.5)，或称 Lebesgue 测 
度，它恰等于左开右闭区间的 n 个棱的长度（即左开右闭区间在 n 个坐标轴上 
的投影） 之积： 

n n 

m ( J ) = H( 6/c 一叫 )， = H( C Mfc -Ck,i k -l), ik = 1 ， …， 

k=l k—1 

(提示：用到实数的加法与乘法运算的分配律 .） 

( ii ) 在 R n 上，假设 J 是个左开右闭区间，4 (fc = 1，…， m ) 是有限个两两 
不相交的左开右闭区间，它们都是 J 的子集. 试证： 

n 

m ( J ) ^ 

k=l 

(提 示：设 J = ft ( a k , b k }. 设法证明以下 命题： 可构筑 n 串数： 

V k=l 

o^k = c / c ， 0 彡 c / e，i 彡…彡 Ckj k = b k , 1 彡 fc 彡 n ， 

使得每个 4 是有限个形为 i u ^ in = n ( cM ,- i , c M j 的两两不相交的左开 

fc=i 

右闭区间之并，然后利用⑴ 

( iii ) 在 R ” 上，假设 J 是个左开右闭区间， h(k = l ，...， m ) 是有限个左开 
右闭区间，它们覆盖 J ： JC 0 I k . 试证： 

k=l 

n 

m ( J ) < 

k=l 

(提示：利用⑴的结果和 （ ii ) 的方法 .） 

( iv ) 在 IT 上，假设 J 是个左开右闭区间， 4 (fc = l r .., n ) 是有限个两两 
不相交的左幵右闭区间，且 J = U 4. 试证： 

fc — 1 

n 

m ( j ) = ^2 m ( D . 
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(提示：利用⑼和 ( iii ).) 

( v ) 在 R " 上,所有可以写成有限个左开右闭区间之并的集合构成的集族记 
为 A 试证：是个代数. 

( vi ) 试证：乂中的元素4必可表成有限个两两不相交的左开右闭区间之 


并: 


k 


^=\J h ， 且力，/€{1，...功//=>/叫=0)， 


其中心 是左开右闭区间.但表示方法未必唯一. 

( vii ) 若 >4中的两个元素 A 和 J 5 有以下表 示式： 

V 

A=\J h , 且 


0 


和 


B 


V 

(J 人，且 € {1， • • • ， v}(w # 


n = 0 


其中/,， A 是左开右闭区间.乂设 4 c s , 试证: 


k 


j = l U=1 

(提 示： 先证明以下 命题： 有有限个两两不相交的左开右闭区间 K t (l = 
1，…, P )， 使得每个心或人都是集合 = 中有限个元素之并 .) 


( viii ) 若乂中的元素 A 有以下两种表 示式: 


V 

4 = U 乃，且 外 1 ^ ^ 乙 n 乃 


0 


I ； 

4 = U 八，且 Vl/,U ； G 7^ 


W 


/tx n L = 0 


其中乙，人是左开右闭区间， 试证: 


k 


(心 ) = Y ^ m ( J u ). 

j=l 14 = 1 

现在我们可以引进代数 4 上的体积集函数（或称 Lebesgue 集函数) m 
定义 9.7.1 在/ 上的体积集函数(或称 Lebesgue (可加）集函数) m 定义 
如下：若/中的元素 A 有以下表示式 

k 

A=|J 心，且 
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其中心是左开右闭区间，则体积集函数 m 在 A 处的值定义为 

k 

爪⑷= E 爪⑹ • 

i=i 

( viii ) 的结果告诉我们如上定义的体积集函数 m ( A ) 的值不依赖于4表示 
成有限个两两不相交的左开右闭区间之并的表示方法. 

( ix ) 试证： 如上定义的 d 上的 Lebesgue (可加)集函数 m 是(有限）可加 
的. 

注 （ ix ) 的结果就是例 9.1.5 的结论. 

( x ) 设法将 ( viii ) 的结果推广到例 9.1.6 的 Lebesgue - Stieltjes 集函数 / x 上 
去. 

2. 本题的目的是要把题1的结果加强为：定义在代数 d 上的 Lebesguel 可 
加）集函数 m 是可数可加的.证明通过以下几个小题逐步完成.本题沿用第1 
题的符号. 

⑴在 R n 上， e A 4 (fc = 1，2,…）是代数4中的可数个两两不相交的 
元素，且每个4都是 J 的子集. 试证： 



m ( J ) ^ y ^ m (/ fc ). 


(提 示： 利用第1题的 ( vii ).) 

( ii ) 在上 ，•/ 个左开右闭区间， 4 ( A : = 1,2,...) 是可数个左开右闭区 
间，它们覆盖 J ： J C U 试证： 

k=l 

oo 

m ( J ) < y ^ m (/ fe ). 

k=l 

(提示：利用第1题的 （ Hi )， 并注意以下 事实： 可以找到一个闭区间使 
得 A C J 且 m ( Ji )+ e > m ( J ), 又对于任何 fc ， 可以找到一个幵区间4使得 
4 D 4且 m (4) < m ( I k ) 十 e /2 k , 再用 Heine-Borel 有限覆盖定理 .） 

( iii ) 在 R n 上， J 是个左开右闭区间， I k ( A := 1,2,...) 是可数个两两不相 
交的左开右闭区间，且 <7= G 试证： 

oo 

m ( J ) = y ^ m (/ fe ). 


(提示：利用⑴和 ( ii )-) 
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( iv ) 在 f 上 ， J e A 4 (fc = 1 , 2 , . • •） 是可数个两两不相交的左开右闭区 
间，且 J = G 八. 试证： 

k = l 

oo 

m ( J ) — Dm ⑹. 

k=l 

(提示 ： J = 0人，其中人 (u = l ，...， t ;) 是有限个两两不相交的左开右 

X U = 1 

闭区间.把 （ iii ) 的结果用到人和人 H 4 (fc = 1，2，...）身上 

( v ) 在 R " 上 ， J e 八4 (fc = 1，2,…）是可数个两两不相交的代数 j 中 
的元素，且 *7= G 4. 试证： 

k=l 

oo 

m { J ) = ^ m (7 fc ). 

k=l 

(提示••利用 （ iv ) 的结果 .） 

注 （ v ) 告诉我们：体积集函数 ( Lebesgue 集函数) m 在代数乂上是可数 
可加的. 

( vi ) 设法将 （ v ) 的结果推广到例 9.1.6 的 Lebesgue - Stieltjes 集函数 " 上 
去. 

3. 本题仍沿用第1题的符号. 

⑴问：由4上的集函数 m , 通过引理 9.3.1 的方法得到的外测度 m •在 
R n 上是度量外测度吗？ 

( 提示：利用以下 事实： 任给 e > 0和任给的左开右闭区间 J ， 必有有限个 
两两不相交的左幵右闭 区间乂 （i = i ，...， ft )， 使得 

k 

^ = Jit 且 diam z = 1, • * • , k.j 

i=l / 

( ii ) 问 ：由例 9.1.6 中引进的/上的集 函数仏 通过引理 9.3.1 的方法得到 
的外测度，在 R n 上是度童外测度吗？ 

4. 设 X 是非空集合， j 是 X 上的代数，/ X 是 j 上的有限可加集函数. 

(0 若尽 F € »4,则 / i (五 UF ) = 〆 £) + fi ( F )- fi { EnF ). 

(提 示 ： E = ( E \ F ) u ( EnF)，F = ( F \ JS)u (五 nF)，Eu 尸 =(£\/ 0u 
( F \ E ) U ( EnF ), 以上三公式之右端各项均两两不相交 .） 

⑻若 Ej e A(j = 1,2, •••,?!), 试证： 
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U ^ 


e (- i) i+card(F) M n Ek 


3 


FC{1 

F /0 


keF 


其中 card ( F ) 表示集合 F 中的元素个数,右端的求和号表示对{1，…， n } 的一 
切非空子集 F 求和. 

(提示：用⑴的结果和归纳法 .） 

( iii ) 若 £， A 则 M (五 UF )^ m (五) + / i ( F ); 

(提示：用⑴.） 

( iv ) 若尽 € *4 (j = 1，2, …， n ), 试证: 

U f " ⑹. 

V j=i / j=i 

(提 示：用 （ m ) 的结果和归纳法 •） 

5.设 X 是非空集合,乂是久上的 a - 代数， M 是4上的测度，均 € A(j = 
1,2,.").试证： 


M [ jE n ) 


■ 

3 


■ 

3 


提示：注意到 / i ( U E n 

j=l 




lim /if U £ n ), 并利用题 4 的 （ iv ). 


6 . 设； c 是非空集合， /是 x 上的心代数， m 是4上的测度，均 eA(j = 
1，2,…)，且 £ J+ i C Ej (j = 1，2, • • •) .若有某个加 € N , 使得 fi { E jo ) < oo , 推论 

9.2.1 告诉我们 ：lim fi ( Ej ) = /if fl Ej \ 试举一例，说明条件 ^( Ej 0 ) < oc 

卜°° \ i=i J 

一旦缺失，结论可能不成立. 

7. 设久是非空集合，4是 X 上的 a - 代数，/!是 >4上的测度， EA(j = 
1，2,…)，定义 liminfA = 0 ( •试证 •• 

n=l \ j—n / 

( i ) { xeX : 最多只有有限个:/使得: c 麥尽} = lim inf 均； 

( ii ) / i(liminf Ej ) ^ lim \ n { n ( Ej )\ 

( iii ) liiminf e , (^) = lip inf If ； (: r )， 其中 1,4 表示乂 的指示函数（参看 §1.6 

的第 25 题). ^ 

8. 设 X 是非空集合，/是 X 上的 a - 代数， m 是乂上的测度，馬 eA(j = 
1，2，...)，定义 lim sup Ej = H f U ^ V 试证： 

n=l \ j=n } 

( i ) {x € X : 有无限多个 乂使得 x € 馬} = lim sup Ej ； 
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( ii ) 若 < 00 ,则 limsup / i (£' j ) < / i ( limsupEj ); 

\j = l / j — oo 

( iii ) 若 E "(的） < 00 ,则 //( limsupEj ) - 0; 

j=i 

(iv) him sup Ej(x) = limsuplE^x). 

注第 8 题的结论 （ iii ) 是 Borel - Cantelli 引理的一部分，它在概串论中 
很有用. 

9. 设 X 是非空集合，4是 X 上的心代数， / i 是乂上的测度，玛 eA(j = 
1，2,…)，且对一切 j 妾 k , 有 fi { E j nE k ) = 0. 试证: 

. ^ 

(提 示： 注意题4的 （ ii ).) 

10. 试证: 

( i ) R n 的莩点集的 Lebesgue 测度为零. 

( ii ) R n 的可数点集的 Lebesgue 测度为零. 

( iii ) R 上的 Cantor 三分集（参看例 7.8.2) 的 Lebesgue 测度为零. 

注 （ iii ) 告诉我们，不可数的（关于 Lebesgue 测度的）零集是存在的. 
试问： 

( iv ) 有没有这样的 R ” 上的 Lebesgue - Stieltjes 测度，关于它有非零测度的 
单点集？ 

11. 设久是个非空集. 

( i ) 给了映射 p : X — [0, oc ) •对一切 Z C X ，令 fi { A ) = p { x ) = 

xEA 

sup E 其中 sup 表示相对于 X 的所有的有限子集 F 取的上确界.试 

F xeAnF F 

证： /i = SUp/iF, 其中 = X ) PW &， 而 

F x€F 



Sx { B ) = 



若 x € B ， 
若 x 辛 B . 


因而 M 是个在心代数 2 X 上的测度. 

(提示：利用定理 9.2.1.) 

( ii ) 又若 X = [j Xn ， 且 Vn，z € N(n # Z => n X / = 0) •映射 

n=l 

p : X — [0, 00 ) 如 （ i ) 中所述， 试证： 
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X! P ㈤= E E P ⑷. 

x£X n=l x£X n 


(iii) 当 amn 彡 0 时， 试证: 


EL 


&mn 


E 5> 


y ^ amn 

k=2 m+n—fc 


注试与 §3.7 的第 22 题比较.可见，测度理论在很多方面已包含了（单的 
和重的）正项级数的理论. 

12.设X是个非空集合， CC2 X 是个代数，映射 A : C — 尺十是可数可加 
的（注 意： 由此， X ( X ) < oc). 映射，： !2 X — R + 是由入通过 Caratheodory 
方法定义的外测度，换言之，它由下式 定义： • 


〆 （>!)二 


0， 

inf{ f A(Cn) : Cn e C, \J Cn DA 

l n=l n=l 


若4 = 0， 
若 #0. 


又定义 E 的内测度为 fu ( E ) = ^( X ) - ^( X \ E ). 

(i) 给定了 E C 久， 且设 ^{ E ) = fi *( E ). 试证： 对于任何 e > 0 和 n € N， 
有 Cn , AxK ， 使得 



Ec [ jC n , 

n=l 


E C c\J D n) 




H 

oo oc 

Xy(Cn) < ， ( 五)+|， <//(E c ) + f 

n=l n=l 

( 提示： 由定理 9.4.2, C 中的集均可测，且在 C 上，= A . 按外测度的定 
义，对于任何 e > 0和 n e N , 有 C „, D n e C ， 使得 



EC U C n， E c c\J D ni 



且 oc 

<，(£) + ■， 

由此,根据¥件 ^( E ) = 〆$)， 注意到 n &和均可测，我们有 


E ，㈣ <，(/? c )+ |. 


♦ 



u 队 




， [ JC n )+^[ 0 D n )-^( X ) 


71 


OO oc 

< E 〆㈡ + ( 队 ) - ， (x) 

n=l n=l 

< 〆 (£；) + ii \ E c ) ~^{ X)^re = e)j 
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(ii) 在⑴的假 设下， 又设 S € C. 试证： 对于任何 s > 0 和 n € N , 有 


C n , D n € C , 使得 


EnB c[J Cn, £ ： c nBc|J D … " 


U 


n 




< e 


且 


(Cn) < //(/i 1 n i?) -h ^ (D n ) < iu*( e c n B) + ^ 


提示 •• 把 （ i) 用到测度空间 (B,S ， /c) 上，其中 


B 


{y cb：y eA}, vr € b(^k{y) = A(y)). 


设法证明：对于任何 Z C B, 它在两个测度空间 （ X ， AA) 和 （ S ， B ， k ) 中的内 
测度是相等的 . 

(iii) 在⑴的假设下，又设 4 C X. 试证： 对于任何 O 0 和 n e N ， 有 
c n , D n e c, 使得 


EnAc (J C„, E c nAc\J D n , [X 




n 




< £ 


且 


E^ # ( c -) 〈，⑷叫 + 1， fy ㈣ <^(E c nA) + 


£ 

3 


提示： 有可数个两两不相交的 C 中的集合 S n (n = 1 ， 2 ，...)，使得 


Ac(j5n ， 且 ^(^)^J]A(i? n ) <//*(/!) + 

n=l n=l 

对每个 n e N ， 有 Ci m ), e C (m = 1, 2,…)，使得 

EOB n C 0 Ci m) , E c n B n c[J D^\ 


£ 

3 




且 


0 e 


n 


u 仅 


£ 

< F 





£ 


3.2打 
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然后让可数个 C 中的集合 Sn nci m ) (n e N , m € N )， 记做 C n (n e N )， 又 
让可数个 C 中的集合 Bn H DiT ) (n 6 N , m € N ), 记做 D n (n e N ).) 

( iv ) 在⑴ 的假设下，又设 4 C I 试证： M •⑷ = ^( EnA )^ fi *( E c nA ). 

( v ) 试证： 对于任何 ECX , E 可测的充分必要条件是： 卜⑹= 〆 (£)• 

( vi ) 试证： 对于任何 E C X ， E 可测的充分必要条 件是： 存在 K . C 7 € S ， 

使得 

KCECU 且 fi m ( U \ K ) = 0, 

其中 S 是由 C 生成的 a - 代数. 

注 （ v ) 或 （ vi ) 给出了可测的充分必要条件丄 ebcsgue 就是用外测度与内 
测度相等这个条件来定义可测集的.本题证明了 Lebesgue 关于可测集的定义 
与 Caratheodory 关于可测集的定义是等 价的. 

13. 设 m 是定义在集合 X 的 a - 代数 <4上的测度.记 AT = {；V €為 从 N ) = 
0}，而犮 = {M C X :3 N e M{M C N )}. 又记 A = {E C X :3Ei e 
a (^{ E \ Ei ) U { Ei \ E ) eA r y 在 3 上定义集函数只如下：对于任何和 
满足以下条件的 e 

( E \ Ei ) U ( E 1 \ E ) eSf i 

我们约定： 

~P{E) = 

试证： 

( i ) 1,2,则 m (^ i )= 

fi { E 2 ). 换言之, M 的值不依赖于五 1 的选择. 

( ii ) w 4 是 a - 代数,且乂 D 儿 

( iii ) P 是 a - 代数7上的测度， 且 VEG A ( JI ( E ) = M ⑻) • 

( iv ) 设£ e 入且坷 JS ) = 0 ; 则£的任何子集也 属于又 且也是零集 ♦ 

注测度空间（ X ， A / x ) 称为完备的，假若它的任何零集的子集都是可测的. 
( iv ) 告诉我们，测度空间 ( X , A , V ) 是完备的.给了测度空间用上面 
的方法构筑得到的测度空间称为测 度空间的完备化 •为了 
使记法不致太累赘，测度空间（ X ， A ，/ i ) 的完备化中的测度也常记做不难看 
出，由 Caratheodory 方法定义的测度空间（参看定义 9.4.1 后的注）必是完备 

的. 

14. 设 X 是个非空集合， AC 2 X 上的一个代数.为了展开本题的讨 
论，我们先引进一个 概念： 
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定义 9.7.2 设久 是个非空集合， MC 2 X 称为 X 上的一个单调族，若它 
满足以下两个 条件： 

( a ) 若 EiG M(i = 1，2 ,…)， REi C 五 2 C …， 则0人 (; 

i=l 

( b ) 若曷 D i ?2 D …，则5 OM . 

i=l 

不难看出，任何 a - 代数都是单调族.我们要讨论的是某种意义上的这个命 
题的逆命题. 

⑴设 cS C 2 X 表示包含4的所有的单调族之交.试证： S 是个单调族，且 
任何包含4的单调族必包含&换言之， S 是包含乂的最小的单调族，称为由 

代数4生成的单调族. 

定义 9.7.3 对于任何 /I C X ， S 是由 Z 生成的单调族.记 

C ( A ) = { BeS : BuAeS }. 

( ii ) 试证：对于任何 AcX , C ( A ) 是个单调族. 

( 提示:利用以下分配律（参看命题 1.2.2): 巧 ( BnUA ) = ^ H ^ UA ^ 

( iii ) 设 A € 欠，试证: C ( A ) D A . 

( iv ) 设 >1 € ^4,试证： C { A ) = 5. 

( v ) 设 / U 5, 试证： C { A ) = 5. 

(提 示： 先证 C ( A ) D A ) 

( vi ) 试证 ： 5 关于有限并运算封闭. 

( vii ) 试证： S 关于可数并运算封闭. 

( viii ) 记 P = {B e S : e S }， 试证： VD A . 

( ix ) 试证： ( viii ) 中定义的: D 是个单调族. 

( x ) 试证：⑻中定义的 V = S . 

( xi ) 试证. • S 关于可数交运算封闭. 

( xii ) 试证： S 是 包含/ 的最小的 a -代数，后者称为由代数4生成的 a - 代 
数. 

注结论 （ xii ) 称为单调族定理，它告诉我们：由代数乂生成的单调族就 
是由代数 *4 生成的心代数.下一章要介绍的 Dynkin 的 tt - A 定理是20世纪 
50年代末开始被广泛用到概率论中的.在这之前，这个单调族定理被用以替代 
Dynkin 的 tt - A 定理去证明许多结果，例如 Fubini - Tonelli 定理以及概率论中的 
许多结果. 
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15. 本题想推广 Cantor 三分集的构造方法，构筑类似于 Cantor 三分集的 
闭集，它处处不稠密却有正的测度.设 a < 记开区间 

(宁- ■’屮 

/ C ,([ a ,6]) 称为闭区间 [ a ，6] 的&核心.多个两两不相交的闭区间 [ a ^ b^U = 
I ,-*-, n ) 之并的 e - 核心定义为这些两两不相交的闭区间的&核心之并，也记做 



心（ U i a J > b j \) = U ^([ a h b j\)' 


多个两两不相交的闭区间 [ aj . bj^j = 〗，•••，…之并的去&核心之壳定义为 


& ( U 1 = U [ aj ，^ >] \ f U [ aj ， 匕 0 • 


设 J €(0,1/3). 试证： 

( i ) 多个两两不相交的闭区间之并的去&核心之壳仍是多个两两不相交的 
闭区间 之并； 

( ii ) fl ：^ /3 n o … oS,, z o ^([0, l])j 是个 闭集； 

n=0 

( iii ) 0 & (10，1])] 在 [0 ，lj 上是处处不稠密的(即在 [0,1] 

n=0 

的任何开区间中必有子开区间与它不相 交)； 

( iv ) 771( H [5(5/3^ 。… 0&/3 。&([0, 1])]) =1-35. 

注在[0, 1] 中有闭集，它在[0, 1] 上是处处不稠密的，但它的 Lebesgue 测 
度可以与1任意地接近.换言之，它在 [0,1] 中的余集的 Lebesgue 测度可以任 
意小.拓扑性质“处处不稠密”与 Lebesgue 测度接近于1是可以相容的. 

16. 本题将给出无穷多次掷钱币的随机试验的概率模型.每掷一次钱币，共 
有两种可能的 结果： 正面与背面.出现正面或背面的概率均为 1/2. 设 P = 

{0,1}. 又设5 = R P n ， 且 Vn G N ( P n - P ). 换言之，5 = {x =(叼，…， 

n=l 

Xnr-) : Xn € { 0 , 1 }}. 

( i ) 试证： S 中的以下形状的子集/ I 的全体构成一个代数任给一个 
k€N 和任意的 E w C P \ 


A = 


{x — € S : (XI ， 
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( ii ) ⑴中的 乂可以有不只一个如上形式的表示式.若 Z 还有如下表 示式: 

/I = {x = G S : (xwz) € F (0 }, 

且 试证: F (/) = E w x P l ~ k . 

( iii ) 在代数 4 上定义集函数 ^ 如下：若 j 中元素乂有表示式 

乂 = {x =( 工1，…，工 n ，...） € 5: ( xu -.^ Xfc ) E 丑⑷ }， 

集函数 / i 在4处的值定义为 im { A ) = S ^ cardi ^ ，其中 card £； (fc) 表 示五⑻ 
中元素的 个数.试证： 如上定义的//在 A 处的值不依赖于4的表示式的选择. 

( iv ) 试证： 集函数 / i 在代数 d 上是（有限）可加集函数. 

( v ) 假设 i 4 m E A (n = 1，2, • . •)，山3 乂 2 D • * * D A in D • • .， 且门 ^4 m = 
0. 试证: 

3 iVeN 

( 提示：假设 

An = {x = ( Xi ，…， X n ，...） eS ： ( xu --, x km ) 6 £(、）}, h < k 2 < … • 

假若 V 7 V e N ( Q^ m # 因 E 是有限集，必有 ( y u …， y kl ) e E 
使得 

VmeN^{x = (a ： i, • • • ,x n , • • •) G 5 : (3 ： i，••• ) = (% ， ••• ， y；^)} n — 0). 

反复施行此法，便得 S 中的一个点 （ yi ，… ，如 ，…） e pj A m ) 

m=l / 

( vi ) 试证： 集函数 / i 在代数 4 上是可数可加集函数. 

注本题给出了一个无穷多个测度空间的乘积的最简单的例.在概率论中， 
无穷多个测度空间的乘积在随机过程的定义中便会 出现. 对近代概率论作出了 
電要贡献的苏联数学家 Kolmogorov 有一个很一般的定理， ( vi ) 的结果只是它的 
特殊情形.有兴趣的同学可参考概率论的书.下面我们将从另一个角度来考虑无 
穷多次掷钱币的随机试验的概率模型. 

( vii ) 记 Si = {x = € S :彐 /c € N(n ^ k ^ x n = 0)}. 

UE ： fJr ( Sl ) = 0. 

(提示：设法证明 A 是可数集，而 S 中的单点集的 / i 测度为零 .） 

注因 / i (5 i ) = 0, 从测度论的角度考虑， S 和的差异是无关紧要的. 
所以，空间，它的 Borel 代数 6 S \ Sl 和它上面的测度 / i SX5l 也可作为无 
穷多次掷钱币的随机试验的概率模型. 
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( viii ) 构筑映射^ 5 — [0,1】 如下: 


p ( x ) = p (( rri ， …，以，…)）= [ 吳. 

n=l 

记 Si = {x = ( xi ， , x ni --) £ S :3 k E N(n ^ k => x n = 0)}. 试证： v ?| s \ s 1 
是 S \ & 和 [0,1] 之间的双射，且保持可测性及测度不变. 

注 （ viii ) 的结果告诉我们，无穷多次掷钱币的随机试验的概率模型竟然可 
以用 （[ 0 , 1 ]， 5 ( 0 , 1 ], m ) 描述，其中 6 | 0 , 1 ,表示[ 0 , 1 ] 上的 Borel 代数， m 表示[ 0 , 1 ] 
上的 Lebesgue 测度. 

17.设 F C G C R p ， F 是紧集， G 是开集.少 ： G — R " 是连续映射. 

( i ) 试证：当 r c R p 是可数个闭集之并时， 4>( rnF ) 也是可数个闭集之并. 
(提示:用定理 7.6.1.) 

( ii ) 又若少满足条 件：当 r 是零集时，伞 (r n 尸）必为零集.试证••当 r p 
的子集是 Lebesgue 可测集时 ， Pi F ) 必 Lebesgue 可测. 

(提示：用定理 9.5.2.) 

( iii ) 假若 p = n ， 且中在 G 上满足 Lipschitz 条件，即有常数 L (称为 
Lipschitz 常数)，使得 

Vx,y 6 G (| 中 ( y ) - ^>( x )| ^ L | y - x |). 

试证： 有 e > 0, 对于任何 R m 中的立方块 Q ， 只要 diamQ <e, 便有(巾 (Qn 
F)K fi n (L diamQ ) n ， 其中表示 n 维单位球的体积. 

(提示：选 e 〉 0, 使得一切立方块 Q ， 只要直径 diam (^< 匕且 0 门厂 #0 ， 
便有 Q C G ， 则对于任何 x e Q ， 有啊 Q ) C B($(x),LdiamQ).) 

( iv ) 假若 p = n , 且伞在 G 上满足以 jL 为 Lipschitz 常数的 Lipschitz 条 
件. 试证： 对于任何 G 的子集£，有 m 0 (^( EnF ))^ n n ( y / TiL ) n m *( E ). 特别， 
当 E 是零集时 ， ^{E H F ) 也是零集. 

(提 示： 利用外测度的定义，定理9.5.2,本题的 （ iii ) 和 §7.9 的第38题 .） 

( v ) 假若 p = n , 且伞在 G 上满足局部的 Lipschitz 条件： 

Vx G G 3 e x > 03 L X > OVy，z e B ( x ，6： x )(|$( y ) — 少 ( z )| 彡 i x |y -z )， 

试证： 对于任何 G 的子集 E ， 当 E 是零集时，则 ^{ EDF ) 也是零集. 

( vi ) 假若 P = n ， 且伞满足局部的 Lipschitz 条件，试证：当 r 可测时， 
$(r n F ) 必可测. 
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18. 为了以后的需要，我们愿意把§ 4 .5的第8题中的日出引理稍作修改后 
叙述 如下： 

日出引理设 p 是闭区间 [ ex , 6] 上的连续函数. g 的阴影点集 E 定义 如下： 

E = {xe (a, 6) : 3^ 6 (x, 6) ( 々 (《）> 9 ⑷)}， 

则五是开集，因而，£ = G 其中 ( a ki b k )( keN ) 是可数个或有限个 

k=l 

(也可能零个）两两不相交的开区间 （£ 的连通成分)，且我们有 

Vc € [ a fcj 6 fc ]^( c )< g ( b k )^j {k € N ). 

(我们还可以 证明： 当 > a 时， g ( a k ) = g ( b k ). 不过，下面我们不需要这个更 
强的结论 •） 它的证明和 §4.5 的第8题完全一样（望同学补出证明细节). 

本题的以下部分（除去题后的注）总是假设/是 [ a ，6 j 上的单调不减的连续 
函数.我们定义 f 在点 x € ( a ， b ) 处的右上，右下，左上和左下导数分别为 

D^(x) = Iimsup 也 t〜) - ’⑻ , D ; ( X ) = Um inf 也 + - 办) ， 

h ― ►+() 办 h ~ ^ + o h 


A + ( x ) = limsup Z fc + 2 - ’⑻ ， D - {x) = Um inf f ( x -\ h )- f ( x ) 

h —^—0 办 / i—•—o h 

( i ) 试证： 对于任何 C e R ， 集合 {x € ( a , b ) : Dt { x ) > C } 是函数 沒⑷三 
/ Or ) - Crr 的阴影点集的子集.设 ( a kl b k ) (k € N ) 是函数 〆 rr) e /⑷ 一 

的阴影点集的连通成分，则 

OO OC 

-以） 彡 5 Z [/( k ) - fi ^ k )} ^ f ( b ) - /( a ). 

A:=l fc=l 

( ii ) 试证： m({x e ( a , 6) : D 7 +( x ) = oo }) = 0. 

(提 示： 利用⑴ •） 

(出）设 c < C ( C 指的是 （1) 中的 C ), 函数 / i (: r ) 三 /( 一 x ) + cx 的阴影点 
集的连通成分记为(~^ ? - Ck)(k G N ), 又对于任何 A ： € N , 记 ( akhbki )^ e N ) 
为闭区间 [ c kl d k ] 上函数贞 a :) 三 /( a :) - C : r 的阴影点集的连通成分. 试证： 


f(dk) — f{ck) < c(dk - Ck)y C(bki — aki) ^ f(bki) — f{dki) 

( iv ) 记号同 （ iii ), 试证： 


OO 


OO 


H g J2(d k -c k ) 

A：=l i = l A：=l 
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( v ) 记号同 （ iii ), 试证： 

OC OC 

{x € ( a , 6) : D [( x ) < c < C < Dr { x )} C [J [J ( a / cf , bfc /)- 

k=l 1=1 

( vi ) 试证： m^{x E ( a , b ) : ( x ) < c < C < ( a ;)}) = 0. 

(提示：利用 （ iv) 和 （ v), 再用数学归纳法 •） 

( vii ) 试证： 

m[{x € ( a ,6) : Df ( a :) < D 广 (x)}) = 0. 

( 提示：注意以下关系式： 

{ xG ( a ,6): D f -( x )< D f T ( a :)} 

= (J U {x e ( a , b ) : Di { x )< c<C < D +( x )}.) 

cGQ C € Qn ( c f oo ) 

( viii ) 试证： 

m({x € ( a ,6) : ( x ) < ( x )}^ — 0. 

(提 示： 对函数 -/ (一 x ) 利用 （ vii ) 的结论 •） 

( ix ) 试证： 闭区间上的任何单调连续函数的全体不可微点构成的点集 
是零测度的. 

(提 示： 只需讨论单调递增的连续函数.函数/的全体不可微点构成的点集 
是以下三个集合 之并： 


{x E ： ( a . b ) : Df ( x ) < Dj . ( x )}， 


{x € ( a , 6) : D ~{ x ) < D ， 十 ( x )}， 


{x G ( a , 6) : { x ) = oc }.). 

注日出引理可以作如下 推广： 


推广的日出引理设是闭区间 [ a y b ] 上的函数，又设对？任何点 z € [ a , b] r 
9 在该点的右极限及左极限： W：r + 0) 和 g ( x -0) 均#在且有限（约 定： g ( a -0) = 
分 ( a ) 和 g(b + 0) = g { b )). iB G ( x ) = max { g ( x ) J g(x + 0 ),^(x - 0)). g 的阴影点 
集 E 定义如下： 


E = ] x G (a ， 6) : 彐 € e 


(x ? 6]( 5 (0>G(x))J 


则 E 是开集，因而， E = (J ( c ^，6*)， 其中 ( a k , b k )( kGN ) 是可数个或有限个 
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(也可能零个）两两不相交的开区间 （ E 的连通成分)，且我们有 

Vc € [ a k } b k ] ( g ( c ) < 即 fc )) ， k GN . 

利用推广的曰出引理可以证明关于 （ ix ) 的如下 推广： 闭区间 [ a , fe ] 上的任 
何单调函数的全体不可微点构成的点集是零测度的. 

19. 设 n 彡2,点集 M C R " 是 R " 中的一个超曲面.换言之,对于任何点 
p € M 有 r = r ( p ) > 0和一个三次连续可微的映射 f : B R n ( p ， r ) — R ' 使 
得 

Br « ( p , r ) n M = {y E Ban ( p : r ) : F ( y ) = 0}, 

且 

VyeB R n(p s r)(|VF(y)|#0). 

向量 v € R n 是 M 在点 P 的一个切向童，换言之，有一个二次连续可微映射 
7 : (-€ 〆 ）一► M ， 使得 7(0) 二 p 且7 ； (0) = v . M 在点 p 处的全体切向量 
组成一个线性子空间称为 M 在点 p 的切空间，记做 T P ( A /). 设 M 的子集 
re (换言之， r 是拓扑空间 M 上的 Borel 集)，和 P > 0, 试证： 


r ( p ) = { y e R n : 3 p E r((y 一 p ) 丄 T p (Af) 且 | y - p |<^)}€ S R n. 


提 示：由 §8.8 的第 27 题的（ V )，可以假定 A / 紧，且有映射 F:G 


使得 


r ( p ) 




t 


VF(x) 

|vfwT ： 


\ t \< p \, 


其中 G 是开集，且 G D M . 再利用第] 7 题的结果，并注意到以 F 映射是 


Lipschitz 映射: 


G x R 3 (X ，亡 ) 


+亡 


VF ( x ) 

IVFMI* 


进一步阅读的参考文献 


以 F 文献中的有关章节可以作为测度和积分理论进 一 步学习的 参考： 

[1] 的第九章较洋细地介绍了测度论. 

[6] 的第九章介绍了测度论. 

[8] 的第二章较详细地介绍了测度论.包括 Vitali 覆盖和 Besicovitch 覆盖 
等内容. 

[13] 的第三卷的第一章介绍了测度和积分理论.这里用直接延拓积分定义 
域的 Riesz - Daniell 方法来介绍 IT 上的 Lebcsgue 积分，写得十分简练. 
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[14] 是一本关于测度与积分的经典著作，虽然老了一些，但经常被引到. 

[15] 的第十六章介绍了积分理论.这里用直接延拓积分定义域的 Riesz - Da - 
niell 方法来介绍 R 上的 Lebesgue 积分.第二十六章介绍/ R / 1 上的 Lebesgue 
积分理论.介绍得十分简练. 

[16] ' 这本小册子用直接延拓积分定义域的 Riesz - Daniell 方法来介绍 R n 
上的 Lebesgue - Stieltjes 积分.还包括/带符号的所谓 Radon 测度， Jordan 分 
解， Hahn 分解和 Radon - Nikodym 定理等内容.介绍得十分简练. 

[17] 的第四章介绍了积分理论.这里用直接延拓积分定义域的 Riesz-Daniell 
方法来介绍 R 上的 Lebesgue 积分. 

[20] 的第一章介绍了测度和积分理论. 

[22] 的第十三章用直接延拓积分定义域的 Riesz - Daniell 方法详细地介绍了 
测度和积分理论. 

[23] 的第六章介绍了测度和积分理论. 

[24] 木书较详细地介绍了测度和积分理论.它交替使用 Lebesgue - Caratheo - 
dory 测度论的方法和直接延拓积分定义域的 Riesz - Daniell 方法，揭示了两个方 
法的联系.内容丰富，并附有一套很好的习题. 
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积分概念的雏形早在伟大的希腊科学家 Archimedes 研究弧长、面 
积和体积时就已形成.到了 Newton - Leibniz 公式出现后，由于微积分 
在数学及数学以外的许多领域中应用的重要性及复杂性，积分概念便 
成为数学家需要认真研究的一个数学对象 . 19世纪上半叶， Cauchy 研 
究了连续函数的积分概念，紧接着 Riemann 对积分及可积函数的概念 
作了细致的讨论.他们使积分理论建立在严格的逻辑基础上，本讲义的 
第6章介绍的就是他们的工作.到了 19世纪下半叶,许多数学家已经 
认识到： Cauchy 和 Riemann 的积分概念虽然是严格的，但它包含的可 
积函数类的局限性太大,仍有改进的必要.重新建立新的积分理论的迫 
切性来源于 Cauchy 和 Riemann 的理论存在着一个严重的缺陷：他们 
定义的可积函数列（在某种意义下）的极限，即使是有界闭 区间 上的有 
界函数，仍有可能在 Riemann 的积分定义下是不可积的.正如有理数 
的极限会不是有理数的事实使得微积分不能建立在有理数域上而只能 
建立在实数域上一样，可积函数列（某种意义下）的极限有可能是不可 
积的函数的这个缺陷给数学（特别是微分方程、积分方程、概率论和 
函数论等分析领域）的进一步发展造成了严重障碍.经过了许多数学 
家长期工作的积累，其中法国数学家 H . Lcbcsgue 的贡献跨出了关键 
的一步，19世纪末和20世纪初发展出克服了以上缺陷的完善的测度 
和积分理论.它为20世纪数学，特别是分析学的进一步发展提供了不 
可缺少的工具.上一章介绍了这个理论的准备部分 一 •测度理论.在 
这个测度理论的基础上现代积分理论建立起来了.本章就是要介绍这 
个理论. 

在本章中，除非作相反的申明，我们总使用以下的 符号： X 是个非 
空集合， A 是 X 上的一个 a - 代数 ./ i 是定义在心代数4上的一个测 
度.积分理论中的很大一部分结果的成立并不要求 / i 是完备的，但有 
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些结果是只对完备测度才成立的.为了保证这些结果成立，当所遇到 
的测度又不是完备测度时.我们可以通过 §9.7 的第13题的完备化方 
法使之成为完备测度，换言之,使之满足 条件： 零测度集的 T 1 集总是可 
测的，然后相对于这个完备化后的测度来讨论问题. 


§10.1 可测函数 


因为在以后的讨论中经常要遇到取值于 R = RU ^ oo ，- oc [的函 
数,我们对土 oo 参与的四则运算和大小比较作如下 约定： 


(i) Vt € R (土 oo + t = 士 oo); 

(ii) +00 + (+oc) = +00’ -oo + (-oo) = -oc; 

(iii) Vf G R(-oo < t < oo); 

(iv) +00 + (-oc) 无定义； 

(v) 0 • (士 oc) = 0 ; 

(vi) V< > 0 ⑻土 oo) = ±oo, \/t < O(t(±oc )= 干 oc). 

除约定 （ V ) 外，其他的约定和我们的极限知识是一致的，而约定 
( V )则不然.之所以作出约定（ V )完全是为了以后讨论和叙述的方便. 
定义 10.1.1 映射厂 X — R 称为 A 可测的 ，若 

⑴ /- Hoo) € A 且 € A\ 

(ii) V 开集 [/cRCrUt/) e/). 

若 4 是 R " 上的 Borel 代数，则 A 可测函数称为 Borel 可测函数. 
类似地定义 Lebesgue 可测函数的概念. 

注在测度 / i 是完备的条件下，不难证明，若映射厂 X — R 和 
映射 g : X ^ K 满足条件： /i({x 6 X : f(x) ^ 5( 工 )}) = 0 , 贝 y / 可 
测，当且仅当 5 可测.今设映射 f:X\N — R ， 其中 TV 是零集.定义 
— R 如下: 


/㈤ = 


/⑷， 
0， 


若 xGX\N, 
若 x £ N , 


我们作如下约定：若/可测，便称/可测.这样，在测度 / i 是完备的 
条件下，我们对任何在一个零集以外有定义的函数的可测性给出了定 
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义.由本注开始时的讨论 . /在这个无定义的零集斤上补充定义时，未 
必需要一定让它恒为 0. 事实上， f 在 N 上无论用任何方式补充定义， 
我们还是有这样的 结论： /可测，当且仅当/可测.在积分理论中 ，一 
个在 X 的某零测度集外有定义的函数便被认为是有明确定义的函数. 

引理 10.1.1 映射厂 X — R 是 A 可测的，当且仅当以下条件 
之一得以 满足： 

( i ) wt e R({x e X : f ( x ) > t ] e A )\ 

( ii ) Vf 6 R({x e X : f ( x ) ^ t } € .4); 

( iii ) Vf 6 K({x € X : f ( x ) ^ f } G A )\ 

(iv) V< € R({x € X : f ( x ) < t}e A ); 

( v ) 对于 一 切 Borel 集 S C R , 或 B = { oc }, 或 B = {— oo }， 总有 
证设映射厂 X — R 是 A 可测的，因 

{x : f { x ) > t } =/ _1 ({ oo }) U / ^((^ oc )), 


故 （ i ) 成立. 

又因 

{x ^ X : f ( x ) ^ t } = { xeX : f ( x ) > t } c ^ 

故 （ i ) 与 （ ii ) 等价. 

设⑴成立（等价于 （ ii ) 成立)，因 

oo 

{x £ X : f ( x ) ^ t } =门 {x e X : f ( x ) > t — l / n }， 

n=l 

故 （ iii ) 成立. 

又因 

{x ^ X \ f ( x ) ^ t } = {x G X : f ( x ) < t } c , 

故 ( iii ) 与 （ iv ) 等价 • 

设 ( iv ) 成立（等价于 （ iii ) 成立)，因 

OO 

/ _1 ({ 00 }) = f]{xeX : f { x ) ^ n ) 
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和 OC 

/ \{-^}) = f]{xeX : f(x) < -n}， 

n—1 

f~ l ({-oc}) 均属于 A 令 

g = {GcR ： f~ 1 (G)eA}. 


易见， g 是个 a - 代数.而且 g 含有所有的（- oc ， t),f e R ， 因而，含有所 
有的 [ s y t ), s ^ t 所以， Cf 含有所有的 R 上的 Borel 集，因而 ( v ) 成立. 
设 （ v ) 成立，按可测定义，当然/可测. 口 

引理 10.1.2 若映射/ : X — R 是泎可测的，则|/|，/+，广 
和/ 2 也是 A 可测 的. 又若映射 s :久 — R 是乂•可测的，则如也 
是 A 可测的.再若映射 u:x — n 是一个 A 可测映射的序列，则 
sup / n ， inf / n ， lim sup / n 和 li % inf / n 均 可测. 最后假设 / + 5 在 

二个零 集外有换言之，/和^只可能在一个零集上取异号的无穷 
大，则/ + 5也是乂可测的. 

证利用引理10.1.1，并注意到以下的集合和函数的关系式，引理 
的全部结论便证得了： 


(1) {X : |/( x )| <t} = {x : / _1 ((- M ))}， 故 1/1 可测. 

(2) {x:{f + g)(x) <t} = U ii x : f( x ) <t-q}n{x: g{x) < q}), 

qeQ 


故 / + 5 可测 • 
⑶ /+ = 


⑷ / 




(/ + I / D /2, 故 /+ 可测 
(|/| 一/)/2，故/_ 可测 


(5) {x : f 2 (x) < t} 


{x ： f 一-我 \/t))}, 


可测. 


若 t 彡0, 

若 t < 0, 


故尸 


⑹ =|[(/ + 9) 2 - (/ - S ) 2 ]， 故众可测. 

⑺ {re : sup / n ( x ) > t } = \ J{x : / n (: r ) > f }， 故 sup/ n 可测 • 

(8) {x : inf f n ( x ) < t } = [ j{x : / Jx ) < f }， 故 inf / n 可测. 

71 n 71 

(9) lim sup/n = inf sup / m ，故 lim sup/ n 可测 • 

n_oo n m ^ n n_oo 


§10.1 可测函数 267 


(10) lim inf/ n = sup inf / m ，故 lim inf / n 可测. □ 

n—^oo n m^n n—^oo 

我们愿意重提一下 §1.6 第 25 题中集合 ylcX 的指示函数（或称 
特征函数); U 的定义： 


为 


设 X 是个集合 ， A C X . A 的指示函数（或称特征函数 ） 1^定义 


1>4 ㈤ 


1, ^ x e A , 

0，若 o : 多 A 
lyi 是 A 可测的，当且仅当 A ^ A . 理由 如下: 


I Xy 若 i C 0, 

{x e X : l ^( x ) > t } = j 乂，若 （K f < 1， 

( 0 , 若 G 1， 

而又和 0 都是诈可测的，故 u 是4-可测的，当且仅当 AeA . 

定义 10.1. 2 集合 x 上定义的函数/称为简单函数，假若它只 
取有限个值. 


任何集合的指示函数是简单函数.简单函数的（有限）线性组合是 
简单 函数. 特别，指示函数的（有限)线性组合是简单函数.若/是简单 
函数，它取的互不相问的值是 Ci ， …，.记々 = {x e X : /(: r ) = Cj }， 
则 4 (j = 1，…， n ) 是 n 个两两不相交的集合，且/ = f ： Cj l Aj . 所以 

每个简单函数都可表示成有限个指示函数的线性组合简单函数表 
示成有个指示函数的线性组合的表示方法并不唯一.假若要求表示 

式/ =象 ^ Aj 中的系数 Q ，…， Cn 互不相同，且 {' : (j = 1，…， n )} 

中的集合两两互不相交，表示式便唯一确定了.这种系数互不相同，且 
{^3 : 3 = • *^}中的集合两两互不相交的简单函数表示成指示函 

数的（有限）线性组合的表示式称为简笮函数的标准表示式.任何简单 
函数有唯一的标准表示式.若简单函数的标准表示式为 f =± cj l A ^ 

不难看出，/是 A 可测的简单函数、 当且仅当每个/ (^ 1 同学补 
出证明的细节). 

引理10丄 3 设/是一个 X 上的非负可测函数，则有一串非负 
可测简单函数{九}，使得 
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Vn € NVx € X ( f n ( x ) < / n + i ( x )), 

且 

Vx G X ( f ( x ) = lirn / n ( x )). 

n—♦oo 

若 / 是一个 X 上的非负有界可测函数，则有一串单调非负可测简单 
函数 {/,}, 使得函数极限等式 /(X) = lim 焱⑷在 X 上是一致收敛. 

n—^oo 

71271 A ; - 1 

fn = 2n + n l 丑 n ， 

k=l 


证令 

其中 


A nyk = {x e X : (k - I) 2 n /(x) < k }， n G N, /c = 1 ， 2, …， n2'\ 

B n = {x e X : /(x ) 彡 n }， n e N. 

因 / 可测 T 每个 及每个 B n 均可测，故尺可测.易证：对于任何 
riEN , 队 4 n ， fc ( fc = 1,2,…， n 2 n ) 是两两不相交的，且 

n 2 n 

^n,k = An+l ， 2fc-l U -4n+l,2fcj ^ = B n U i4 n ， fc. 

k=l 


由此，九彡 fn + i{n e N ) 且 Vz e A nik {0 ^ f { x ) - f n { x ) ^ 2- n )， 
Vx € B n ( fn ( x ) = n 彡 / ㈤ )•故 Jiin ^ f n = / (请同学 10 出 /n 与 / n+i 的 

图像，试着写出证明的细节).当"7%界时，则对于充分大的 n , = 0, 
X = U 人, fc . 所以当 n 充分大时 ， Var € X ( f ( x ) - f n ( x ) < 2^). 由此， 

fc=l 

/( x ) = Jir ^ f n ( x ) 在 X 上一致收敛. □ 

推5^ ) 0.1.1设 / 是一个 X 上的可测函数，则有一串可测简单 

函数 {/ n }， 使得 

Vx E X ( f ( x ) = lim / n ( x )). 

\ n — Kx > 

若 f 有界，则可选择一串可测简单函数 { fn }, 使得上述收敛是一致的. 
证注意到分解/ = /+ - /' 其中 


r ( x ) = 



若 /(X) > 0, 
若 /(X) < 0; 



若 /(X) < 0, 

若/⑻ > 0. 


§10.1 可测函数 269 


对/+和 /- 分别使用引理 10.1.3 的前半个结论，便得推论 10.1.1 的 
前半个结论.推论 10.1.1 的后半个结论是对/+和 /- 分别使用引理 
10.1.3 的后半个结论后得到的. 口 

定义 10.1.3 设 P { x ) 是一个依赖于 x 6 X 的命题. P { x ) 被称 
为在久上几乎处处成立的，假若集合 { xex ： 尸 ( x ) 不成立 } 是零集. 

注几乎处处常用英语 almost everywhere 的缩写 a . e . 表示.有时 
为了强调相对于测度 M 的几乎处处，也记做 a.e.(/i). 例如, /(a;) = 

在 X 上相对于 p 几乎处处成立常记做 

f ( x ) = g ( x ), a.e.(/i). 

有时从上下文已能明白测度^是指哪个测度， a . e .( fi ) 便简记做 a . e .. 

定理 10.1.1 若 f 是 R n 上的 Lebesgue 可测函数，则 R n 上有 
Borel 可测函数 5 ,使得5 = /，n 

证设/是 R n 上的 Lebesgue 可测的简单函数，则 

m 

/ = 

j =i 

其中义力 ’ = 1，…， m) 是 m 个两两不相交的 Lebesgue 可测集•由定 
理 9.5.2, 有 Borel 可测集= 1 ， . • • ， m )， 使得对于每个 j, Sj C '， 
且771(七\%) = 0•令 爪 

9 — c jig 7 . 

)=i 

不难看出 ， 是 Borel 可测函数，且= f . a . e ,. 设/是 R " 上的 
Lebesgue 可测函数，贝! J 有一串 R n 上的 Lebesgue 可测的简单函数 
/ m , meN ， 使得在入上， 


/ = lim f Tn . 

m—^oo 

对于每个 m € N ， 有 Borel 可测函数知，使得= / m ， a . e .. 记 

N m = {x e R r, : 5 m ( x ) ^ / m ( x )}, m = 1， 2, … • 

N m 是零集，因而， 0 1 也是零集.易见 
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Vx e R n \ U Am(/(x) = Jin^ ffrr^x)). 

m = l 

故 

f = lim sup g mi a.e. 

m—^oo 

由引理 10.1.2, lim supg n Borel 可测. □ 

n—^oo 

§10.2 积分的定义及其初等性质 

本节将逐步给出积分的定义，先给出非负简单可测函数的积分，然 
后给出非负可测函数的积分，最后给出可积（或称可和）函数的积分. 
在引进积分定义的过程中，也顺便讨论了积分的简单性质. 

定义 10.2.1 设/是非负简单可测函数，它写成指示函数的线 
性组合的标准表示是/ = E Cjl Aj , 则它的积分定义为 

i=i 

r n 

/ / d " = 

i =1 

对于任何 a e a / 在 a 上的积分定义为 

J ^ fd ^ = j fl A dfi . 

易见， Q ( j fdp ( oo .又、 J fdn = 0 , 当且仅当对一切使 

# 0 的 j， 必有 q = 0,换言之， / = 0,a.e.. 最后 ， j fdfi < oo， 当 

且仅当对一切使 /i(^) = oo 的 j ， 必有 = 0 (请注意我们早先的约 
定： 0 • oc = 0). 

注有时, 积分 j fdfi 也常写成/ f ( x ) fx ( dx ) 或/ /. 

引理 10.2.1 设/和 s 是非负简单可测函数，则 

0) / ^ 3 => J fdii ^ I gdfi ； 

⑼ /(, + 咖 M + / 咖； 
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( iii ) 对于 O 0,有 】 tfdfi = t / fdfjL ； 




( iv ) 映射 E ^ / /咖是 X 上的 测度. 

Je 

证 设 n 

ti m 

f = Yl a ^ lA ^ 9 = Yl bklB 

i=l k=l 


k 


分别是简单函数 f 和 ff 的标准表示式，则因 A n = 1， … ， n ， A:= 

1，…， m) 是两两不相交的可测集，且 4 = [] ⑷。战 0, 风 = Cj ⑷门 
D k ), 我们有 u 1 


3 


n m 




9 = ^2J2 bklA j nB ^ 

k=l ?=1 k=l 


和 


"(A^) = [ WAj n B k ) ， f^(B k ) = [ fi{Aj DBk)- 

k~l i=l 


若⑴中条件 f 满足，则在冯 n J 5 fc # 0 时，必有故对任 
何 j 和 A :， 有 


n _ S / j ；) < n 5/-). 


因此 



rn 


fdn ^ Y ^ a 3^ A j ) = ^ j ^ AjDDk ) 

J =1 j=l k=l 

n m m 

^ b ^ A J H S fc ) = ^ b k / x ( B k ) 


j=l k=l 


k 



gdfi 


( i ) 证毕. 


在 （ i ) 的证明中已得到以下等式 



fdfi = J2J2 a 3^{ A 3 n B k) 

j=l k=l 



m 


gd ^ = Y^Yl bk ^ AjDBk ), 

j=l k=l 


和 
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所以 



n ?n n m 

gdii = a M A j nB k) + b f^(Aj n B k ) 


j=l k=l 



= ^2 + 〜)"(々 n 凡) 

j=l k=l 


P 

=Cj "(4 n 执 ) 

t=l aj -\- bk=Ci 




P 

= ^2afi{{x : f{x) + g{x) = a}) 

i=l 

= J\f + gW . 


( ii ) 证毕 .（ iii ) 与 （ iv ) 的证明留给同学了（请注意我们早先的 约定： 

0 • 00 = 0). □ 
定义 10.2.2 设/是非负可测函数 . /的积分定义为 

= sup | 1 gdfi ' g 简单可测，且0 < g < / j . 

对于任何 AeA , 定义 





由引理 10.2.1 的⑴，当/是简单可测函数时，以上定义的积分值 
与定义 10.2.1 中定义的积分值相等.另外，我们有关于非负可测函数 
积分的以下简单 性质： 

0 ^ / / d/i ^ 00 



命题 10.2.1 设/是非负可测函数.贝 IJ 
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J fdfi = 0 / = 0, a.e.. 

证 若/ = 0, a . e •，设 5 简单可测，且满足 条件： 0 < < /，则 

9 = 0, a . e .. 由定义 10.2.1 后作的讨论得到的结论，有 


由定义10.2.2,有 




fdfJi = sup | ^ gd[i : g 简单可测，且0彡夕< / 


反之，若/ = 0, a . e . 不成立，因 



仁 /㈤ > 0} = |J {x : f(x) > 1/n }， 

71—1 

又可数个零集之并是零集，故 

3 n 6 N (/ i({x : f(x) > 1/n}) > 0). 


令 



若 f(x) > 1/ n , 
若 f(x) ^ 1/ n . 


显然, g 简单可测，且 ( K 以/•但 

= -^({rr : f ( x ) > 1/n}) > 0, 



因此 

J fdfi ^ J gd^i > 0. 

这与/ / d/i = 0 矛盾. □ 

定理 10.2.1 设 / 是非负可测函数，则映射 E h j fdp 是 A 
上的臟 • ^ 

证 由引理 10.2.1 的 （ iv ), 当/是非负简单可测函数时，定理的 
结论是成立的.记 S 为非负简单可测函数的全体.对于 5 e ，记 
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易见 


Vp , /i G <SV 可测集五…彡 /i => fig ( E ) ( fih ( E)) y 


且 


V^,/i € S ( max ( g , h ) 6 S ). 


由定义 10.2.2, 非负可测函数 / 的积分为 


fdfi 



E 







flEdfi - sup I J gl£：dfi •• g 简单可测，且 0 彡 g < / 
sup I J gdfi : g 简单可测，且 0 彡 5 彡 / 
s \ xp {^ i g { E ) : g 简单可测，且0 < 以 /]», 


根据定理 9.2.1， 映射五 ㈠ / /咖是 4 上的测度. 

JE 

定义 10.2.3 设/是可测函数，则 / = /+-/_, 其中 


f+(x) = J 若/⑻ > ◦， 

[0, 若 /⑷ < 0, 


/-( 工 ) 





J W ， 


W ， 




若/⑻ > 0 


/+与 /- 分别称为/的正部与负部，显然/+与 /- 均非负可测•若 


以下两个积分 



( 10 . 2 . 1 ) 


中至少有一个取有限值，则/的积分定义为 


J fdfi = J f^dfi - J f-d 卜 

若 (10.2.1) 中两个积分均有限，则/称为可积函数(或称可和函数).全 
体可积函数组成的集合记做 €»、 当测度 M 由上下文不言自明时，简 
记做若 / i 是 R 71 上的 Lebesgue 测度，则可积函数称为 Lebesgue 
可积的，对应的积分称为 Lebesgue 积分. 

命题 10.2.2 设( X , A : 是测度空间，/和 g 是 X 上的两个可 
测函数,我们有以下两条关于函数可积性的 结论： 
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⑴/可积，当且仅当/ |/|咖 < 00 , 换言之，可测函数/可积，当 
且仅当|/| 可积； 

⑻若/是可积的，且|/|，则 S 可积 • 

证因|/| = /+ +广，故可测函数/可积，当且仅当|/|可积 . ⑴ 
证毕.由⑴不难得到命题 （ ii ) 的证明. 口 

命题 10.2.3 设/是几乎处处为零的函数，则/可积，且 

J fdfi — 0 . 

证因 


/ = 0, a . e . /+ = 0, a . e . 且 /一 = " 0^ CLmG » y 


故 




f~dfi = 0. 


□ 


定理 10.2.2 设/是可积函数,则对于任何 e > 0,有一个5 > 0, 



使得 ( ( \ 

V 可测集 £；( 〆 £；) <5 ==> / (10.2.2) 

证由命题 10.2.2 的⑴，只须对非负可积函数/证明上述结论. 
由定义 10.2.2, 有一个非负简单可积函数仏使得 (K 3 < /，且 

0 < J fd/i - J gd/x = ~ 9W ^ e /2. 

因非负简单可积函数 3 是有界的，有 M € R +, 使得 


0 < 5 彡 M. 

令5 = e /( 2 M ). 若可测集£；满足条件 M (五) < 5,则 

/ \fW =( fdp- gdfi) + gdii= (f - g)dfi + [ gdfi 
JE \JE JE / J E J E Je 

< /(/ - g ) d/.i + M(e/ (2 M )) ^ e /2 + e /2 = e . 口 

注 1 设 / i 和^是定义在^代数 d C 2 X 上的两个测度.测度 
^称为关于测度 / x 是绝对连续的,假若对于任何 e > 0,有一个 J > 0, 
使得 
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\/Ee 斗⑹ <6=^ u{E) ^ . 

定理 10.2.2 也可改述为“测度 E b fi f (E) = J fd^i 是个关于测 

度 / x 绝对连续的测度”. E 

注 2当 iy(X) < oc 时，测度^关于测度 M 的绝对连续性的条件 
可以简化成以下形式： 

设 / x 和1/是定义在心代数 d C 2%上的两个测度.若测度1/有 
界，即 iy(X) < oc, 则测度^关于测度 /i 是绝对连续的，当且仅当对于 
一切可测集 AeA , 只要 fi{A) = 0, 便有 v{A) = 0. 

注 2 的证明 “仅当”部分是显然的.今证明“当”的部分 如下: 
用反证法.假设有一个 e > 0,对于任何 J 〉0,都有可 测集尽 使得 
v{E) >eR fx[E) “让 5 = 2 _ n ， 有 A n e A 使得 

iy(A n ) > e, 且 fi(A n ) < 2 _n , n = l ， 2，.". 


这时我们有 


/ OO OO \ 

"(n u a) 

^ fc=l n=k ’ 


^ lim a 

k—^oc 



^ lim 

k—^oo 

n=k 



但因测度 V 有界,有 


V 


/ OO OC \ 

(nu^) 

\ k — ln=k ’ 


— lim v 

k—^oc 




> £> 0 . 


这与测度〃关于测度 m 是绝对连续的假设相矛盾. 


□ 


§10.3 积分号与极限号的交换 

现在我们要讨论上节定义的积分的一些基本性质，特别是积分号 
下求极限的性质.同学们若把本节的结果与 §6.9 的相应的结果 (§6.9 
第5, 6, 14, 17, 18题等）比较，就会认识到，积分的这些性质（及以后 
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要介绍的其他性质）使得 Riemann 积分概念不得不让位于本章中定义 
的积分概念了. 

定理 10.3.1 (Beppo Levi 单调收敛定理） 设 {/n} 是一串可测 
函数，且0 < / n < /n +1 对一切自然数 n 成立，则 

lim f n d[i — lim 

i—♦oc- n— 

证 因 {/ n } 单调不减， lim /„= : sup / n . 记/ = lim / n •由引 

n-^oo n n-^oo 

理 10.1.2, / 非负可测.易见 


故极限 lim / / n rf / i 存在（但可能= oo ), 且 

n-^ooj 

lim / f n dfi ( 

n—ocj 

下面只须证明相反方向的不等式.设 5 是任意一个满足不等式 9^1 
的非负简单可测函数,则对于任何 e > 0,因 {/ n } 单调不减•有 







{xe X : f n (x) 彡 （1 一 e)g{x)} C {x e X : / n 十 i ( x ) ^ (1 - e)g{x)}. 


我们要证明: 


(10.3.1 )i 


[ J{x e X ： f n ( x ) ^ (1 - e ) g ( x )} = X . (10.3.1)2 


左端当然是右端的子集.设 ： r e X ,且 S ( rr ) = 0,当然： r 属于左端. 
今设 : r € X ，且 5 (: r ) > 0,又因 > 9 ^ 0 , 必有 n € N , 使得 
fn { x ) ^ (1 - e ) g ( x ). (10.3.1)2 得证 • 由此我们有 



^{ xEX : 

J{xex ： 


f n (x)^(\-e)g(x)} 


f n (x)^{l-e)g{x)} 


fndfi 

(1 一 e ) g ( x ) dfi . 


(10.3.2) 


由定理 10.2.1 和 （10.3.1)12, 有 
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lim / (1 一 e ) g { x)dfi 

{xeX:f n (x)^(l~e)g(x)} 





{l-E)g{x)d t i 


考虑到（10.3.2)，有 




lim / f n d(i ^ (1 - e ) g ( x ) dfi . 


由 e 的任意性，有 



lim / / n d /0 / g ( x)dfi 



以上不等式对于任意一个满足不等式 .9 < /的非负简单可测函数 .9 都 
成立.注意到/的积分等于满足不等式 .9 < /的非负简单可测函数分 


的积分的上确界，我们有 



lim / f n dfi 彡！ f ( x ) dfi . 



□ 


推论 10.3.1 设/和 9 是两个非负可测函数，则 




fd/d + I gdji . 



(/ + 5)4 


证 设 {/n} 和 {.9n} 是两串单调不减的非负简单可测函数，且 

= lim f n , g = lim g n . 

n 一 ►oo n—^oo 

这样的单调不减非负简单可测函数串 {/ n } 和{如}的存在是由引理 
10.1.3 保证的.由 Beppo Levi 单调收敛定理，有 




jd[i = lim / f n dii , g = lim / g n d ^ i . 



由引理 10.2.1 的 （ ii ) 和 Beppo Levi 单调收敛定理,我们有 


(/ + g)dn = lim I (/ n + 9n)dli 




lim 



fnd ^+ / g n dp 





fdp + / gdfi . 


定理 10_ 3 .2 ( Fatou 引理） 若 {/ n } 是一串非负可测函数，则 
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lim inf f n dfi ^ lim inf / f n dfi 



证我们知道 


lim inf f n = lim ( inf f k ), 

n-^oo \ k^n 


且 


VneNfO^inf/^^/, 


注意到 Vj 彡 inf 八)，我们有 

k^n ’ 






再利用 Beppo Levi 单调收敛定理，我们有 



lim inf f n dfi = lim / inf f^dfi 

k^n 



彡 lim I inf / f^d^i 

n-^oo \ k^n 




lim inf / j n A\i. 


命题 10.3.1 C 1 相对于函数的加法与数乘函数的运算构成线性 
空间. 所有几乎处处等于零的函数组成的集合记做 iV ， 显然 ， iV C C ， 


且是 r 1 的线性子空间.积分看成映射 



：c 


1 


R ， 




:/ h / / d " 


是线性的，即对于任何实数 a 和6与/ € Z ： 1 和 S € Z ： 1 ， 有 




{af + bg)dfi = a fdfi + b j gdji. 



另外 


V/GiV 



fd^i = 0 



换言之， iV 包含在积分映射 / 的零空间（或称核）中 



证积分映射的线性性的证明分两步进行.首先,等式 



cfdfi = c fdfi 
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比较容易证明，留给同学自行完成.第二步要证明等式 

y (/ + g)d^ = j fdii + J gdll. (10.3.3) 

因 

(f+g)^ - (f+gr = f+9 = f + ~ f~+9^ ~ 

有 

(/+?)+ +r+g~ = (f+gr + /++ 

以上等式左右各项均非负，故 

J{f + g)^d^ + J f-dfi+jg~df! = j(J+g、-dfi + J /+d"+ jg 十 dfi. 

所以 

J{f + gW = J if + 9)+dfi - j{f + g)~d^L 

=J f^dfi - J f_dii + j g^dji - J g~d[i 

= J fdfi + j gdfi. 

(10.3.3) 证毕.命题的最后一个结论只是以下简单 事实： / = 0 5 a . e .^ 
/+ = ◦, a.e •且广= 0, a . e , 的推论. 口 

定义 10.3.1 记 L 1 = L l { fi ) = 乙 1 …)/#(商空 间). 

既然 iV 包含在积分映射/的零空间中，积分映射/可以看成 

是 L 1 — R 的映射 . L 1 中的每个元素是一个由 Z ： 1 中的函数组成的等 
价类，两个函数属于同一个等价类，当且仅当它们几乎处处相等. 

注事实上，以 L 1 替代 Z ： 1 相当于作了如下 约定： “把两个几乎 
处处相等的函数看成是同一个函数”.因为两个几乎处处相等的函数 
的积分是相等的.因此，假若命题中的结论只述及函数的积分，以上的 
约定不会带来任何混乱.设 [/j € L 1 是一个等价类，/ € d 是这个等 
价类中的代表.为了书写方便，我们愿意把 [/] 和它的代表/不加区 
分，并常用同一个记号/表示之.我们还愿意定义它的范数为 

I/Ili = |/|i = J \f\dfi. 
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范数的值显然与 [/] 的代表/的选择无关.在 L 1 上引进度量 p (/, 5 ) = 

1/ - 9 \v = 1/ — 5 li ， 注意到 p ( f , d ) — 0 <=^ f = g.a.e. [/] = [ g ], 

故 L 1 相对于 〆 •，•）是个度量空间.应该注意的是，在 f 上 p (/^) = 
0=> f = g 是不成立的.这就是要用 L 1 替代 Z ： 1 的理由. 


定理10. 3 . 3 (Lebesgue 控制收敛定理）若 {/ n } 是一串可测函 


数, 9是可积函数，又设 Vn e N (|/ n | ^ g), 且极限/ = lim /„存在， 

n—^oo 


则/可积，且 



(10.3.4) 


证由命题 10.2.2 的 （ ii ) 便得/的可积性.今证在所述条件下， 
等式 (10.3.4) 成立. m g ± f n 非负可测，由 Fatou 引理，我们有以下两 
个不等式： 




协 =/ (5 + f)dfi ^ lim inf (g + f n )dfi 

I n—oo / 


=lim inf 

n—►oo 






gd\x -f lim inf 




fnd/l 


和 

J gdfi- j fdfi : j(g - f)dn ^ liminf j、g 一 f n )dfi 

=lim inf ^ J gd/i - J / n d/i^ = J gd/j, - lim sup J f n dfi. 

由这两个不等式，便得到 

lim sup / f n dfi ^ / liminf / f n dfi. ^ lim sup / f n d/i. 

n—^OG J J n—^oc J n—ooj 

因以上不等式链的两端相等，不等式链中四项均相等， (10.3.4) 证得. □ 
Beppo Levi 单调收敛定理， Fatou 引理和 Lebesgue 控制收敛定理 
的结论只述及函数的积分，考虑到定义 10.3.1 后的注，在这三个定理 
所假设的条件叙述中以 L 1 替代 C 是完全可以的.换言之，把两个儿 
乎处处相等的函数看成是同一个函数的约定放到 Beppo Levi 单调收 
敛定理, Fatou 引理和 Lebesgue 控制收敛定理的假设中是不会影响这 
三个定理的结 论的. 因此，三个定理条件中的“处处’，均可换成“几乎 
处处”.例如， Lebesgue 控制收敛定理可以改成以下 形式： 
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定理 10.3.3^ (Lebesgue 控制收敛定理）若 {/n } 是一串可测函 
数， S 是非负可积函数 , 又设加 ^ N(j/nK 5 , n )， 且极限 / = n l fn 
几乎处处存在，则 / 可积，且 

J jd\x = lim^ J f n dfi. 

证记 

N = {x : fix) ^ lim f n {x)} \J{x:3ne N(|/ n (x)| > g{x)}, 

L n-^oo 


令 







f/nW, 

u 


若 X + N 、 

若 x G N, 


则 /(X) = lim f n (x) 对一切 x 成立，且 |/n(x)| ^ g{x) 对一切 X 成立 . 

、 n 一 oc 

对 / 和 {/n} 使用 Lebesgue 控制收敛定理（定理 10.3.3 )，便得 

J /d/i = J /d/i = j fn{x) = J f n dfi. 口 

注以上证明的思路也可用来处理 Beppo Levi 单调收敛定理和 
Fatou 引理的相应的推广 问题， 请同学自行完成这个工作 • 

以下的定理有时会有用的： 

定理 10.3.4 (Fatou 引理的 Lieb 形式）设 {/n} 是一串 可积函 
数， / 是一个可积函数，且 / = J^/n ， a.e •，则 


lim j j \fn\dfi- J \f\d^ - J l/n - /1 咖 

=lim^ J \\fn\ - I/I - l/n - = 0- 


特别，若在 / = lim f n 、 a.e. 的条件外，还满足条件 

n—^oc 

lim f \f n \dfi = J \f\dfi-, 

n—>oo / j 


(10.3.5) 



则 
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证因 

0 ^ J \fn\dfl — J \f\dfl — J \fn - f\dfl 

^ J\\fnl - |/[ - |/n - f\\dfl, 

只需证明 （10.3.5) 的第二个等式就够了.注意到 

lim [)/ n |-|/|-|/ n -/||=0, a . e . 

n—oc * 

及 

||/n| - |/| - \fn - /|| < ||/n| - \fn - f\\ + |/| ^ 2|/|, 

由 Lebesgue 控制收敛定理便得到 （10.3.5) 的第二个等式. □ 

我们己经介绍了函数列的逐点收敛和几乎处处收敛的概念，前者 
比后者强.它们在许多方面作为条件几乎起到同样的作用.我们现在 
要介绍另一个函数收敛的概念，当 ^ i ( X ) < go 时，它比上述两个函数 
收敛的概念都弱.在概率论等数学分支中它是很有用的. 

定义 10. 3 . 2 可测函数列 {/ n } 称为 按测度//收敛于可测函数 
/的，假若对于任何£ > 0,有 

M ({^ ^ ^ ' 1/( 工） 一 fn{x)\ > e }) = 0. 

例 10.3.1 设 X = [0,1]， /i = m [ 0| i ] (闭区间[0, 1] 上的 Lebesgue 
测度，也常简记做 m ) 和 


f2 k +l = 1 [ 2 -^/, 2 -^(/+ 1 )] 5 左彡 0，0 ^ ^ 2 ^ — 1 . 

不难看出 


fi({xe[ 0 , l] ： \f 2 ^i(x)\ >e}) = 



若 e < h 
若 O 1. 


故 {/ n } 按测度 // 收敛于 0 •但认}在 [0，1] 的每个点上均不收敛（同 
学自行补出最后论断的理由).故由按测度 A 收敛并不能推出（关于测 
度 / i 的）几乎处处收敛. 


为了讨论几乎处处收敛与按测度收敛之间的关系，我们先引进以 


下两个 引理: 
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Bn, 


k 


c 


0 


由 de Morgan 对偶原理，上式可改写成 


"I U 门 U g，p 丨 = 0, 

p=l k=l n=k 


这等价于 (10.3.8) i . 

后半部分证明如 下：在 （10.3.9) 的条件下，利用推论9.2.1，由 
(10.3.8)!, 便得 (10.3.10). □ 

注1引理 10.3.2 中的条件 “{/ n } 是一串取有限实数值的可测 
函数，/是一个取有限实数值的可测函数”均可改为较弱的条件 ^{/ n } 
是一串几乎处处取有限实数值的可测函数，/是一个几乎处处取有限 
实数值的可测函数”，结论不变.证明的思路请参看定理 10.3.3 r 证明后 
的注. 


注 2 若 ii { X ) < oc ? 则条件 (10.3.9) 0然成立.所以，将条件 
(10.3.9) 换成 M ( X ) < 00后，引理 10.3.2 的结论当然成立.在本节以下 
的定理中，将条件 (10.3.9) 换成 ^ i ( X ) < oo 后，结论也当然成立. 

定理 10.3.5 设 {/„} 是一串几乎处处取有限实数值的可测函数， 
/是一个几乎处处取有限实数值的可测函数.若条件 (10.3.9) 成立，则 
{ U } 几乎处处收敛于/将蕴涵 {/ n } 按测度 M 收敛于 /. 

证 由引理 10.3.2, 在条件 (10.3.9) 成立时， {/ n } 几乎处处收敛 
于/将蕴涵 ^ 

1 J C n ， 。 ) =0). (10.3.11) 

W { fn } 按测度 / I 收敛于 / 的充分必要条件是 

VpeN ( lim / i ( C fc ， p ) = 0). (10.3.12) 


因 



C k „p c \Jc n 

n=k 



(10.3.11) 当然蕴涵 (10.3.12). 
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例 10.3.1 告诉我们，定理 10.3.5 的逆命题是不成立的.以下由匈 
牙利数学家 F . Riesz 给出的结果深刻地揭露了按测度收敛与几乎处处 
收敛之间的重要联系. 

定理 10.3.6 ( F . Riesz 定理）设 {/ n } 是一串几乎处处取有限 
实数值的可测函数，/是一个几乎处处取有限实数值的可测函数，又设 
{ f n } 按测度//收敛于 /. 若条件 （10.3.9) 成立，则 {/ T J 有一个子列 
{/&}，它几乎处处收敛于 /. 

证不妨设是一串处处取有限实数值的可测函数，/ 是一 
个处处取有限实数值的可测函数.令 


D n ，p = {xe X ： \ f ( x ) - f n ( x )\ ^ 1/ p }. 
{ fn } 按测度 M 收敛于/的充分必要条件是 


因此 


Vp G N ( lim fi ( Dk lP ) = 0). 

k—oo 


VpG NVge N3/(p ?g ) e N(/c 彡 ^ 2^). 

记 〜 max Z ( p ， g ) + 贝 1 j {%} 是个严格递增的自然数列，且当 
k 彡 nu i 彡 P 时， fc 彡 Z ( p ， i )， 故必有 

fi(D k ' p )d 


因此，当时，有 

\ i=j i—j 

m 一 

根据引理 10.3.2, 这就证明了 {/ n J 几乎处处收敛于 /. □ 

注1这个 F . Riesz 定理告诉 我们： 假若函数列的按测度收敛的 
极限存在，它是唯一确定的（在把几乎处处相等的函数看成是同一个 
函数的约定下). 
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注2 F . Riesz 的弟弟 M . Riesz 也是出色的数学家.为区别起见， 
在提到他们时，除用他们的姓 Riesz 外，还要说出他们的名的缩写 “ F ” 
或 “ M .，，. 

注3许多积分号下求极限的定理中的几乎处处收敛的条件可以 
改成按测度收敛,而结论不变. 例如： 

定理10. 3 . 3 " ( Lebesgue 控制收敛定理）若 {/ n } 是一串可测 
函数, S 是可积函数，又设 Vn € N (|/ n | ^ s ， n )， 且 {/ n } 按测度 " 收 
敛于/，则/可积，且 

/ fdfi = lim / fndfi . 

J n-^ooj 

证 f 可积是显然的，今证最后的等式.因 

J j gdfi ， 

为了证明定理中最后的等式，只须 证明 ： j fdfi 是序列 j f n Mn = 

1,2,…）的唯一的极限点.若它有极限点 Z 笋/ /咖，因而，它有子列 
j f ni Mi = 1，2,...)收敛于 L 由定理 10.3.6, {/ n J 有几乎处处收敛 
于/的子列 { h n }. 当然，/ h n dfi(ri = 1,2,…）应收敛于但由定理 

10.3.3、/ h n dfi{n = 1，2,…）应收敛于/ /咖#这个矛盾证明了定 

理最后的等式的成立. □ 

关于函数列收敛的概念,我们己学过四种： （1) 一致收敛， （2) 点点 
收敛， （3) 几乎处处收敛和 （4) 按测度收敛.我们知道这四种收敛之间 
有以下的逻辑关系 _• 


⑴ (2) => (3)( 在 / x ( X ) < oc 的条件下 ）(4). 


现在我们要介绍一个由 （3) 得到一个减弱了的 （1) 形式收敛的结果. 

定理10. 3 . 7 ( Egorov 定理）设 {/ n } 是一串几乎处处有限的可 
测函数，/是一个几乎处处有限的可测函数，又设几乎处处收敛 
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于 /. 若条件 (10.3.9) 成立，则对于任何 e > 0,有可测集 KCX , 使得 
KX \ K )< e , 且在 K 上 {/ n } —致收敛于 /. 

证由引理10.3.2,我们有 

Vpe lirn Q C n ^ = 0j, (10.3.13) 


其中 

Cn、 p = {x e X ： \ f ( x ) - fn ( x )\ ^ 1/ p }. (10.3.14) 

对于任何 P G N ， 由 （10.3.13) 和 (10.3.14), 有一个 A :( p ) G N , 使得 


且可要求 


记 


由 (10.3.15), 


Ml U 〜 P I<2, 

n=k(p) 


Kp) < &(P+ 1 )， P= 1 ， 2, 


= U LJ Cn，p 

P—Q n=k(p) 


"⑹ < 2 1 一、 


(10.3.15) 


(10.3.16) 


(10.3.17) 


对于集合 n fl C ^ p 中的任何点 x ， 只要 p > g 且 n 彡 / c ( p ) 

P=<7 n=/c(p) 

便有 

1/ ⑻一 f n { x )\ < 1/ p . 


这就证明了 {/„} 在上一致收敛于 /• □ 

注1 Egorov 定理告诉我们，虽然几乎处处收敛是一个比一致 
收敛远为弱的收敛，但是若条件 （10.3.9) 成立，只要挖掉一个测度小 
于预先仟意给定的正数的可测集后，它在剩下的集合上就成为一致收 
敛了 • 

注 2 假若 fi ( X ) < 00 ,则条件 （10.3.9) —定成立，这时 Egorov 
定理的结论（几乎处处收敛将导致挖掉一个测度小于预先任意给定的 
正数的可测集后的一致收敛）自然 成立. 
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定义10. 3 . 3 设 { fin } 是定义在 a - 代数/ C P 上的一个测度 
序列和^是定义在心代数 AC 2 X 上的一个测度.测度序列 {// n } 称 
为关于测度〃是等度绝对连续的，假若对于任何 e > 0,有一个5 > 0, 

使得 ( \ 

Vn € NV£ € Aiiy(E) < S ^ n {E) ^ej. 

定理 10. 3 . 8 (Vitali 定理）设（ X， A W 是测度空间， {/ n } 是 X 
上的一串可积函数，/是 X 上的一个可积函数.对于任何£； G 式记 

fi(E) = / |/| 如， fin(E) = \ \f n \dv (n€N). 

JE J E 

假设以下四个条件 成立： 

(i) {/n} 几乎处处收敛于/; 

(ii) 测度序列 {/ in } 关于测度〃是等度绝对连 续的； 

(iii) 条件 (10.3.9) 成立； 

(iv) 对于任何 e > 0, 有一个可测集 氏， 使得 y { E e ) < oc ， 且 


VnG N( f i(X\E £ )<e. ^(X \ E £ ) < e) , 


则 


证 



任给了 e > 0,我们有 


f fndiy- f fdi/\ ^ f \f n - f\du 
^ -X J X I •/ 久 

= f \fn- f\du+ j \f n - f\diy 

J J X\E C 

(f \fn-f\diy+ f \fn—+ f \f\du 

JE e Jx\E e Jx\E c 

=f \fn-f\du + fin{X\E £ ) + ^X\E £ ) 

^ f \fn-f\diy + 2e. ( 10 . 3 . 18 ) 


由 （10.3.18)， 为了完成 Vitali 定理的证明，我们只要 证明： 当 n 充 




290 第 10 章积分 

分大时，/' | 九-/|如 <3 e 就可以了. 

Je € 

因测度序列 {〜} 关于测度 v 是等度绝对连续的，对于给定的^ > 
0,有一个& > 0,使得 

Vn G NVE € a { u { E ) < 5i J \f n \djy ^ (10.3.19) 

因 / I / I 办关于测度 ^ 绝对连续，有 一个心 > 0,使得 

JE 

\/E G A^u(E) < 62 j \f\dv ^ . (10.3.20) 

记 5 = min (5 l 5 5 2 ). UE Egorov 定理，对于这个 6 > 0,有可测集 
KCE £ , 使得 

^{E e \K)<S y (10.3.21) 


且在 X 上{九} 一致收敛于 /• 注意到可测集 K C 尽的 v 测度有限， 
我们有 JV € N ， 使得 

n^N=^ I \f-f n \dv<e. (10.3.22) 

JK 


由 （ 10.3.19) ， (10.3.20), (10. 3 . 2 1) 和 (10.3.22) 可知，当 n 彡 iV 时，我们 

有 

/ |/_/， 

Je c 

(f \f-fn\du+ f 1 / - fn\du 

Jk Je £ \k 

^ [ \f-fn\d^+ [ I/I 咖 + / i /” 恤 <3e. □ 

Jk JE e \K JE e \h 


以下三条引理的证明十分简单，留给同学自行完成. 

引理 10.3.3 设 ( X ^ Aiy ) 是测度空间•若 {/n} 是一串可测函 
数， 9 是 (X, A , u ) 上的可积函数，又设 Vn e N (|/ n | ^ g ， a . e .)， 且 {/n} 
几乎处处收敛于/，则条件 （10.3.9) 成立. 
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引理 10. 3 . 4 设 [ x ^ Av ) 是测度空间•若 {/ n } 是一串可测函 
数，5是(义》上的可积函数，又设 Vn e N (|/ n | <仏 n )， 贝 ij {/ n } 
是等度绝对连续的. 

引理 10. 3 . 5 设（ X ，八 I /)是测度空间.若 {/ n } 是一串可测函数， 

a 是{ X , A , U) 上的可积函数，又设 Vn e N (|/ n | < g ) a . e .), R { f n } 几乎 

处处收敛于/，则对于任何 e 〉0,有一个可测集尽，使得 v { E e ) < 00, 
且 

Vn € N(/i(X \E € )<e,ii n {X\E e )<e). 

由这二条引理立即看出, Lebegue 控制收敛定理是上述 Vitali 定理 
(定理 10.3.8) 的推论•由 Lebegue 控制收敛定理便可得到 Beppo Levi 
单调收敛定理（请同学补出证明的细节)，进而得到 Fatou 引理 .Egorov 
定理的证明只用到测度理论而未用到积分号与极限号交换的任何 定理. 
这条经由 Egorov 定理而建立起积分号与极限号交换的一系列定理的 
途径留给同学自己去思考了. 

§10. 4 Lebesgue 积分与 Riemann 积分的比较 


设 [a,6] 是 R 上的一个有界闭区间.我们要研究 {a,6] 上 Lebesgue 
积分与 Riemann 积分的关系. 

命题 10.4.1 若/是 [ a ， fc ] 上的连续函数，则/在 [ a ，6] 上既 
Riemann 可积又 Lebesgue 可积，且 



/ dm , 


(10.4.1) 


其中左端表不/的 Riemann 积分,右端则表示/的 Lebesgue 积分. 

证 为简单起见，不妨设 a = 0, fc = 1. 设/是 [0,1] 上的连续函 
数，由命题6.2.1，/ 在[0, 1] 上 Riemann 可积 • / 在[0, 1] 上的 Lebesgue 
可积的理 由是： 对于任何 e R ， 集合 {x e [0, 1] : /( x ) 彡 A:} 是闭集: 
因而是可测集 • [0,1] 是 Lebesgue 可测集，且它的 Lebesgue 测度有限. 
作为有界可测函数的/在[0, 1] 上当然 Lebesgue 可积. 

对于任何 n € N ， 令 
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9 n { x ) = 



/⑴， 


若卜斗’卜 0 ， 1 ’…’"- 1; 

若0； = 1. 


由推论6.2.1， 如是 Riemann 可积的，且它的 Riemann 积分 



2 ±tiv 

2 n In 


(10.4.2) 


上式右端恰是/的对应于分划 

0 < 1 /n < 2 /n < …< (n - l)/n < 1 
的 一 个 Riemann 和•所以 



(10.4.3) 


因阶梯函数 pn 是可测简单函数，它的 Riemann 积分与 Lebesgue 积分 
都等于 (10.4.2) 的右端，故它们 相等： 



(10.4.4) 


又 | p n | < max l /( x )|， 且 lim g n = /• Lebesgue 控制收敛定理告 

O^x^l n—^oo 

诉 我们： 

lim / g n dm = fdm . • (10.4.5) 

n-*oo J J 

由 （ 10.4.3) ，（ 10.4.4) 和 （ 10.4.5 )， 得到 (10.4.1). □ 

为了建立本节的主要结论，我们先重述在 §6.13 中介绍过的一些 


概念及关于这些概念的性质. 

闭区间上的有界函数/在 [ a ， b ] 上的上积分与下积分分别定 


义为 



f b 

— inf / gdx , 

9^S,g^f J a 

f b 

— sup / gdx } 

9^T,g^：f Ja 


其中 S 和了分别表示 [ a ，6] 上的下半连续和上半连续的阶梯函数 全体. 
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给了闭区间 [ a ,6] 上的有界函数/，记 

C = {geC[a,b):g^f} y U = {h ^ C[a,b] : /}. 

引理10. 4 .1给了闭区间 [ a ，6] 上的有界函数/，则 
⑴有 5 n e 使得 


且 


91 彡52彡…彡 Pn 彡 



( ii ) 有/^€以(72 = 1,2,...)，使得 


且 


( iii ) 有 


( iv ) 有 


九1 彡 "2 彡…彡 " n 彡…， 




证由下积分的定义，有函数列 / n e r(n = 1，2，...)，使得/ ^ 

fn G T(n = 1，2, …) ，且 



(10.4.6) 


不妨设 A < fn+u 不然，以 maxCA ，…， / n ) 替代 / n 就可以了.定理 
4.6.1 告诉我们，每个 / n 可以被一串由连续函数构成的单调不减的序 
^ {fnk : fceN } 的极限表示 •• 


fn = fnk € C [ a ,6]. (10.4.7) 


令 
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9k = rnax(/i/ c j f 2 k' • • • ， /fcfc)， = 1，2, • 


• ♦ 


(10.4.8) 


易见 


fnk < 9k ( 9k+\ ( fu c[a,b), fc = 1，2,…， 1 < n < fc (10.4.9) 


和 


9k < max(/i，/2, …， /it) = fk, k = 1,2, 


(10.4.10) 


由 （10.4.9) 和 Beppo Levi 定理，我们得到：对于任何 n G N, 有 



b 



b 


fndm = lim / fnkdm ^ lim / gkdm. 

k—^oo I^ k—^oc 



b 



b 


f{x)dx — lim 



b 


f n dx( lim 

k 一 



b 


gkdm 


(10.4.11) 


另一方面，由 (10.4.6), (10.4.10) 和 Beppo Levi 定理，我们得到 


lim 


k 



b 


a 



b 


gkdm ^ lim / fkdm = / f(x)dx. 

k—oc 



b 


(10.4.12) 


结合 (10.4.11) 和 (10.4.12), 得到 


lim 


k 



b 


9kdm 



b 


f(x)dx 


(10.4-13) 


(i) 证毕 •. ⑻可和⑴一样地证明.由⑴，我们有 



b 


b 


f(x)dx( sup / gdm 


gEC Ja 


另半边+等式 



b 


b 


f(x)dx ^ sup / gdm 

g 泛 C J a 


的证明和 （i) 完全一样，只要把/：换成 ZY 便得（要用到命题 4.6.3).(iii) 
证毕 .(iv ) 可和 （ iii) 一样地证明. 口 

下面我们要叙述并证明本节的主要结果了. 

定理 10 . 4.1 闭区间 [ a ,6] 上的有界函数/是 Riemann 可积的， 
当且仅当/在上几乎处处连续.这时，/也是 Lebesgue 可积的, 
且/在 a,b) 上的 Lebesgue 积分与 Riemann 积分相等. 
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证因/有界,均非空集.又令 

/* = sup{g : g e C} y f* = ini{h : h € U). 

对于任何 t e R ， 易见，集合 

{x e [a, 6] : f*(x) <t}= [J {a; G [a, b] : h(x) < t} 

heu 

在 [ a ，6] 的由 R 的拓扑诱导得到的相对拓扑 中开. 故广在 [ a ，&] 上有 
界且 Lebesgue 可测，因而 /* 在 [ a , 6] 上 Lebesgue 可积 • 同理， /* 在 
[ a ， 6 ] 上也 Lebesgue 可积.又因/•</</%我们有 

/ b nb rb 

f{x)dx = sup / gdx ^ / f^dm 
_ g€C Ja Ja 



rd H 9dx 



f ( x ) dx . (10.4.14) 


由定理 6.13.1， 若 / Riemann 可积，则 



f ( x)dx 





f ( x)dx 


因此，当 / Riemann 可积时，必有 


f^dm 


因 r >/*，我们有 r = /„ a . e .. 




f*dm 


由命题 4.6.1， 作为一族连续函数的上确界的人是下半连续的有 
界 函数. 由定理4.6.1，它可以表示成一个由连续函数构成的单调不减 
的函数列的极限.由 Beppo Levi 定理，它的积分等于这串由连续函数 
构成的单调不减的函数列的积分的极限.而这些连续函数均不大于/， 
故 • 




f * dm ‘ f ( x ) dx . 


注意到（10.4.14)，我们有 



hdm 



f ( x)dx 
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同理， 


f 本 dm = 


故广 = A ， a . e .， 当且仅当 

pb nb 

/ f ( x)dx = / f { x ) dx . 

J a J a 

由此, / Riemann 可积的充分必要条件是厂 = f *、 a . e " 

设 x € [ a ，6 j 使得 f *( x ) = ( x ). 这时，/⑷= f *( x ) = 人⑻•因 

此,对于任何 £* > 0,因 /* 下半连续，有心 > 0,使当 x - 6 i <y < x + 5 i 
时， My ) > 同理，因广上半连续，有心〉 () ,使当 x - 6 2 < 

y < z + 5 2 时， f *{ y ) < f *( x ) +£. 所以，当 \ x - y \< min (5 i ，5 2 ) 时，有 




f ( x ) -e = f ，( x )- e < f *( y ) < f { y ) f *{ y ) < r { x ) + € = f { x ) + e . 


这表明 f 在 x 处连续.由此 得到： 当 r = /*， a . e . 时，/几乎处处连 
续.反之，设/在 a : 处连续，由定理4.6.1，有一串单调不减的连续函数 
{5 n }, 使得〜且在 X 处收敛于 f ( x ), 同时，又有一串单调不增的 
连续函数 {t n h 使得* n 彡/，且在 X 处收敛于/⑻•故 f*(x) = f“X). 

总结之，广= /*， a . e . 等价于/几乎处处 连续. 所以，/ Riemann 
可积的充分必要条件是/几乎处处连续. 口 

在第6章的§6.7,我们介绍了反常积分的概念.反常积分分为两 
类 :一类是积分区间是无限区间，另一类是被积函数是无界函数.当然， 
也有积分区间既是无限区间，而被积函数又是无界函数的情形.为明 
确起见，我们下面只讨论积分区间是无限区间 [0, oo ) 的情形,其他情形 
可以相仿地 处理. 假设对于任何 A > 0, /在 [0,A) 上（正常） Riemann 
可积，按反常积分的定义，/在 [0 7 oc ) 上的反常积分是 



假若 f 在 [0, oo ) 上 Lebesgue 可积，则 |/| 在[0, oo ) 上也 Lebesgue 
可积 . SVxG [0, oo )(\ l A ( x ) f ( x )\ ^ |/( x )|)， 由 Lebesgue 控制收敛定 
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理，我们有 



f ( x)dx 



fdm, 


其中左侧是/的反常积分，右侧是/的 Lebesgue 积分. 


另一方面，我们得到如下 结论： 若反常积分中的被积函数的绝对值 
函数是 Riemann 可积的，它必 Lebesgue 可积，它的反常积分的值必等 
于它的 Lebesgue 积分 • 这时，这个反常积分可以作为 Lebesgue 积分处 
理.假若某函数的反常积分存在，而它的绝对值函数的反常积分发散 
于 oo , 则它不是 Lebesgue 可积的，这个反常积分是不能看成 Lebesgue 
积分的，因而 Lebesgue 积分理论中的结果不适用于它，处理这样的反 
常积分应特别小心 . 这时,积分第二中值定理及由它推得的 Abel 判别 
法和 Dirichlet 判别法等常会帮助我们解决所面临的问题.当然，有时 
需要用到更复杂的技巧. 


以上关于积分区间是无限区间 [0, oo ) 的反常积分的结论对于无界 
函数的反常积分以及无界函数在无限区间上的反常积分也适用. 


§10.5 Fubini-Tonelli 定理 

本节要讨论二元函数或多元函数的重积分的计算.主要是讨论重 
积分与累次积分之间的 关系. 为此，我们先引进一个在别的问题上也会 
有用的概念. 

定义 10.5.1 集合 X 的一个子集类 VC 2 X 称为一个 7 T - 系，假 
若它对于有限交运算封闭，换言之，以下条件 成立： 

集合 X 的一个子集类 CC 2 X 称为一个 A - 系，假若它对于正常差运算 
和递增极限封闭，并且含有 X ，换言之，它满足以下三个 条件： 

⑴ 

{2) A,BeC,AcB^B\Ae/l ； 

(3) 且 An 2, •••）=> \J A n e jC. 
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引理 10.5.1 若集合 X 的一个子集类4 C 2X 既是 7 T - 系，又是 

A -系， 则4是个 a - 代数. ^ 

证根据 A - 系的条件 （1) 和（ 2 ), 4相对于取余集运算封闭•又由 

7T - 系的条件和 de Morgan 对偶原理，/相^于有限并运算封闭，故’ 

是代数.设 4 G An = 1,2, … ，则 B n = U A k e A , R B n c B n +i- 

k—l 

由 A - 系的条件 （3)， \ JA n = 乂故 4 是心代数. 口 

定理 10.5.1 (Dynkin n-X 定理）若 A - 系 £ C 2 X 包含 tt - 系 P ， 

则 A - 系乙包含由 7 T - 系 P 生成的 a - 代数，后者是指包含尸的最小心代 

数，换言之，它等于所有包含 P 的^代数之交. 

证设4表示所有包含 P 的 A - 系 之交. 易见，4是 A - 系，且 

VcAcC . 我们要证明，4是个 7 T - 系. 

任给 A G 人记= {B € 乂： A n B e /}• 易见，对一切 A € A 

“是个 A - 系.另一方面，若4 e 从则“〕因 Z 是所有包含 P 的 
A - 系之交， Ga 〕乂但从 Ga 的定义看，04 c 乂故对于一切 AeV , 

Q a = A . 这意味着， 


换言之， 


AeV 7 B AnB eA. 

A^r,B eA=^ AeGb- 


也就是说， 

VB e A{Vc Qb)^ 

和以前的推理一样（因 4 是所有包含 P 的 A - 系之交 , 3 A 另一 
方面，从心的定义看，& C 乂)，有 

MB e A{A = Gb)- 

而这恰是说, d 对交运算封闭，换言之，它是 7 T - 系.由引理10.5.1，/是 
a - 代数. ° 

注 Dynkin tt-A 定理和§9. 7 第 I 4 题 （ xii ) 的单调族定理的证明 
方法有许多共同点，它们的用途也相似.事实上，在 Dynkin 的心 A 定 
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理在概率论屮广泛使用以前，人们用的是单调族定理.在苏联数学家 
Dynkin 于 19 M 年出版的《马尔可夫过程理论基础》（顺便指出，该书 
是在 Dynkin 于1958年到北京大学讲学的讲稿基础上写成的）中第一 
次称它为 7 T - A 定理后，人们常称它为 Dynkin n - X 定理.在1997年出 
版的概率论教材（见文献 [11]) 的作者们指出，这个 7 T - A 定理是由波兰 
数学家 Sierpiiiski 在1928年首先提出的，所以他们把 Dynkin tt - A 定 
理称为 Sierpiriski 类 定理. 因为 Dynkin 7 T - A 定理（或称为 Sierpiiiski 类 

定理）的出发点是 7 T - 系而不是代数，所以用起来常常比单调族定理更 
方便 • 

定理10. 5 . 2 设 心代数 / C 2 X 是由 7 T - 系 P 生成的，/ X 和是 
心代数 j 上定义的两个有限测度.若 

= 且 \/ AeV { fi ( A ) = u ( A )), 

则 

Wle 斗⑷ w ⑷)， 

证令£ = {力 e 4 : fi ( A ) = z /( A )} } 我们想证明 CdA . 显然， 
£〕 P •由 Dynkin tt - A 定理（定理 10.5.1), 只须证明£是个 A - 系就够 
了•设 AS e £，且 A C R 因 / i 和^是两个有限测度，有 

\ 力)= M 5) - fi { A ) - u ( B ) - i /( A ) = v[B \ ^4), 

故 Z ? \ A € /：• 又设对于任何 n G N , A n e C , R A n C A + i ， 则 

"(Cl 人 ) = ，机 )= ^(An) = < CMn). 

n 二 1 \n=l / 

故 0 An € /：• x e £ 是假设所给的，故 £ 是个 A - 系. 口 

n=l 

以上定理中的条件 > 和〃是两个有限 测度” 是不可缺少的.下 
例可以说明这一点. 

例 10.5.1 设义= R ，/ i 和 p 定义 如下： 

" ⑷= E 1 浹 ㈤ ，以⑷ =X] M 工 ). 

x€R x 6 Q 
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对于任何非空开区间/， 〆 /)= W /) = 00•而 〆 0) =，) = 0. 全体开 
区间构成个 tt - 系，后者生成全体 Borel 集组成的 a - 代数•但 / i ( R \ Q ) = 
00,而 i /( R \ Q ) = 0. 

但是，定理 10.5.2 中的条件和//是两个有限测度”可以减弱 
成如下的形式，以使它能包含 R 71 上的 Lcbesgue-Stieltjes 测度： 

定义 10.5.2 设 / z 是 a - 代数^ C 2 X 上定义的测度，心代数 

d C 是由 tt - 系 P 生 成的. 若 X = 0 对一切 n € N : 有 

K n eV , K n C Kn +1， 且 M ( Kn ) < OC ， 则是个相对于 7 T - 系 P 的 

(7- 有限的测度. 

推论 10.5.1 设 a - 代数 Ac 2 x 是由 tt - 系 P 生成的， M 和以是 
a - 代数4上定义的两个测度.又设 / i 是个相对于 tt - 系 P 的 a - 有限的 

测度.若 

yA e V ( fi ( A ) = ^{ A )), 

则 

证 定义测度 Mn 和〜如下：对于任何 AeA , 

li n { A ) = fi(An K n ), v n { A ) = v { Ar \ K n ), 

其中是定义 10.5.2 中述及的心.由定理 10.5.2, 由命题 

9.2.1， 

/ i ( A ) = lim " n ( A ) = lim z / n ( i 4) = i /( 乂). 口 

71 —^OO Tl—^OO 

作为以上推论的常用的特例，我们有 

推论 10.5.2 设 m 和 v 是 R n 上的两个 Borel 测度,且对于任何 

端点为有理数的有界左闭右开区间/ = {x= : aj < 

bj(j = 1, …，打) }， 其中 Q>jjbj £ Q(j = 1，…， n )， 均有 

1x ( 1 ) = i /( I ) < oc , 

则在 R n 的 Borel 代数上 ^ = 
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定理 10.5.3 设 / z 是 R» 上平移不变的，在任何有界左闭右开区 
间上取有限值的 Borel 测度，则有常数 C， 使得任何 Borel 集4都满 
足方程 

"⑷= Cm{A). 

证记 


I = [0, l) n = {(xwrj :0^Xj <lA^j ^ n}. 

对于（灸1， …， M €N n ， 令 


J = { ( 工 l ， ". ， 工 n) ： 0^Xj < l/kj, 1 ^ j ^ n}. 

对于 0 ^ km - l(m = 1，…， n)， 记 


J h-,in = {(A ，…， a: n ) : lj/kj ^ Xj < (lj + l )/ kj,l n}. 


易见 


且 



U J “， … a ’ 

一 1(771 = 1， …， fl ) 


Gl ， • • • ，D / (jl ， • - * , Jn) => 八，…人 n Jju …， jn = t 

由此可以看出 〆/) = &•••& 〆J ). 令 c =〆/) = "(/)/爪(/)，则对于 
上述形状的 J 及其平移也有 


"Wi ， ".Jn) = ，… 九 )，0 ^ i m ^ fc m — l(m = 1 ， … ， n). 

因任何端点为有理数的有界区间/是上述形状的 J 及其平移的两两 
不相交的有限并，故上式对于任何端点为有理数的有界区间/也成立. 
由推论 10.5.2, fi(A) = Cm(A ) 对于任何 Borel 集乂成立. 口 

设 A 和 X 2 是两个非空集合， 為和為 分别是&和 X 2 上的 
两个^代数 • 在笛卡儿积& x 上，有集合族 

AixA 2 = { A x xA 2 CX 1 xX 2 ： A l e A u A 2 e A 2 ). 

一 般来说 , x 乂 2 不是 a- 代数，甚至不是代数.在以后的讨论中，由 
為 x 為所 生成的 a- 代数记做 為 ® 為， 它将扮演一个重要角色. 
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注有的文献中，把 A ® 為记做人 x J 2 . 但我们觉得 A x ® A 2 
这个记号更合适 . A ® 為称为 人和為 的张量积. 

定义 10.5.3 设 X 是非空集合.由 X 上定义的取值于 (- oo,oo 

的某些函数构成的函数集/：称为半格，假若 


半格£的子函数集 KCC 称为一个 f 系， 若以下四个条件得以 满足： 

(1) 1 € 其中1表示在 X 上恒等于1的 函数； 

(2) 若 /，# e / C ， 且 { a : e A ■: /( re ) = cx )} D {x e X : g { x ) = oo } = 0, 

则当或 9-/€乙 时，有 g — 

(3) a,p e [ O . oc ), /, g G /C => af + /3 g € / C ; 

(4) { f n } C / C,Vn 6 N(/ n < / 71+1 )且 lim / n 有界，或 lim / n e 

\ L J n—♦oc n—oo 

C lim f n € 1 C . 

引理 10.5.2 设 X 是个非空集合，乂是 X 上的心代数，它是由 
7 T - 系 P 所生成的，又设/：是由 X — (- oc ， oc ] 的函数所组成的一个半 
格 ， /C 是个 £-系， R^Ae V(l A e 1 C ), M 

€〕{/€£:/是4-可测的}. 

证由引理所给的条件， { AcX ： l A elC } 是个包含 P 的 A - 系 • 
由 Dynkin tt - A 定理,对于任何4 € A 有 1 a e / C . 由 /：- 系的条件（3)， 

K 包含所有形为 f ： cjl Aj 的函数，其中々€ A 换言之， K 包含所有 
的非负可测简¥函数. 

设/ e £是 A 可测的.则/+和 r 也 A 可测. 注意到 f 系的 
条件（2)，只须证明/ + ，/ - G JC 就够了.因此，我们可假设/ e £是非 
负的 X 上的乂-可测函数.后者是一串不减的非负简单可测函数列的 
极限.由 £- 系的条件 （4)，/ e / C . 口 

引理 10.5.3 设&和 X 2 是两个非空集合,和分别是 A 
和上的两个&代数 ， A ® 為是笛卡儿积 A x 為上由乂 i x 為 
生成的 a - 代数，又设/ : A x H 是 A ® 乂 2 -可测的非负函数, 

则 
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VX ! 6 A (/(〜•) 在 X 2 上 是為- 可测的)， 

VX 2 G 义2(/(.，2：2)在义1上是*41-可测的)， 

且函数 

/ /( •，工 2 ) 柄和 [f{^x{)dni 
^ A2 J A \ 

分别在 Xi 和 x 2 上是-可测的和-可测的. 

证记£为& x X 2 上非负函数的全体, K 为 C 中满足引理结 
论的要求的函数之全体.换言之， feIC , 当且仅当以下条件 满足： 

Vx !6 々(/ ㈨ ，.）在上是可测的)， 

Vx 2 E X 2(/(.， X 2 ) 在 Xi 上是 可测的)， 

且函数 

I /(•,x 2 )d/i 2 / f{-yXi)dm 

^ A 2 J A\ 

分别在 A 和 x 2 上是人-和為-可测的. 

易见， 

Wli e A \^ JA 2 G A 2{\ AixA 2 ^ ^)* 

又容易检验， / C 是 £ -系.由引理 10.5.2, ； C 将含有所有非负 A x < S ) A 2 ^ 
测的函数. 口 

定理10. 5 . 4 ( Tonelli 定理）设；^和 X 2 是两个非空集合，乂 i 
和々分别是 A 和上的两个心代数，它们分别是由 X :上的 7 T - 系 
巧和 X 2 上的 tt •系巧 所生成的.又设 a 和 M2 是分别定义在和 
A 2 上的相对于 7 T - 系巧和 7 T - 系巧的心有限的测度，则有唯一的一个 
定义在上的测度 V ，使得 

Wli G *4 iV ^42 € ^4*2(^(^4 i x A2 ) = / ii ( i 4 i )"2(^42))* 


再设函数 / : A X 久 2 — [0, oc ) 是 A ® 為-可测的非负函数，则我们有 



f { x \, x 2 ) du = / / f ( x ly x 2 )dfii ) d ^ 2 

X\XX 2 ^ X，2 \ ^X\ 



f{xi,X2)dii2 )dfii. ( 10 . 5 . 1 ) 


a ^ 2 
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同理可得 x A 2 )^ f x l { Ai )^{ A 2 ). 由此得到 

e Ai^A 2 € ^2(^1,2(^1 x M) = ^ 2 ,i(-^i x A 2 ) = ^i(Ai)fi 2 {A 2 )). 

由此, A ，2 和满足定理对 1/ 所作的全部要求.这就证明了 ^的存 
在，且 P = w ， 2 ：= 1/2} 由方程 （10.5.2) 和 (10.5.3) 便得到 (10.5.1). □ 
注1 通常把 Tonelli 定理中的测度 1 /称为测度 Ml 和/ / 2 的乘 
积 测度. 事实上，按近代数学的概念来说，应把 Tonelli 定理中的测度^ 
称为测度 M 和 M 2 的张量积，记做 U = fi X ^ / x 2 . 现在,越来越多的文 
献采用后一称呼和 记法. 当和 M2 是两个互相独立的随机变量的概 
率测度时，它们的张量积 / ii ®//2 恰是这两个互相独立的随机变量的 
联合概率测度. 

注 2 应该指出的是测度 ®/ i 2 在 (7 -代数上一般不 

是完备的.通常我们使用的是它的完备化后的测度.本节最后还会讨 
论这个问题. 

推论 10.5.3 设&和 X 2 是两个非空集合，又设 A 和為分 

别是 A 和 X 2 上由 7 T - 系巧和 7 T - 系： P 2 生成的心代数，而和的 

分别是定义在和上的相对于 7 T - 系巧和 7 T - 系朽的 (7- 有限的 

测度，再设£ C & X X 2 是次 ® 為-可测的.对于:^ € ^ l 9 X 2 GX 2 , 
记 

E xi ={ yeX 2 ： ( xi , y ) € £；} 和 £ X2 = { yeX x : ( y , x 2 ) G E }, 

则 A 是為-可测的，而私 2 是為-可测的，又函数 

01 (xi) = /x 2 {E Xl ) 02(^2) = fii(E X2 ) 

分别在 A 和 X 2 上是為-可测和為-可测的.若 ®/ i 2 (£；) = 0,则 

01 ( 工 l) = 0,a.e.(/xi), M 02 ( 怎 2 ) = 0,a.e.(/i 2 ). 

证只要让定理 10.5.4(Tonelli 定理）中的 f = 1 E 便得到推论 
10.5.3 了. 0 

推论10. 5 . 4 设义 是一个非空集合，乂是 X 上的一个 a - 代数, 
" 是定义在4上的一个 a - 有限测度，/ : X — R + 是非负乂-可测函 
数.记 
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G/ = {{x,t) ex xR^:0^t^ /(x)}, 


则 


证 


"®m(G/)= / /(x)d/i. 

Jx 

让乙表示 X 上非负函数全体.而 / C 表示£中满足推论 


10.5.4 的结论的函数的全体. 不 难检验 /C 是广系（这里要用到 Beppo 
Levi 定理和推论 10.5.3.). 再用引理 10.5.2 便得推论 10.5.4 的证明 •口 

注推论 10.5.4 的结论中的等式也可作为非负可测函数的积分 
的定义.有的书就是从这个等式出发推得积分的各种性 质的. 

定理 10.5.5 (Fubini 定理）设&和 A 是两个非空集合，乂 i 
和為分别 是心和 义 2 上的两个心代数，它们分别由 A 上的 7 T - 系 
巧和 X 2 上的 7 T - 系巧 所 生成， Mi 和 M 2 又 分别是定义在 人 和為 
上的相对于 7 T - 系巧和 7 T - 系 P 2 的心有限的测度，则定义在 A x 
上 人 ® 為-可测的实值函数/是 ® A 可积的，当且仅当 



\f(xi,x 2 )\dfi 2 )dfii < 00 , 


或当且仅当 



|/(xi,x 2 )|d/ii )d"2 < 00. 


记 


Ai 





Xi e Xi : I |/( 工 1 ， x 2 )|d/i 2 < oo 

x 2 


和 


A 2 = e X 2 ： / \f{xux 2 )\dfii < oo [>, 

JXi 

并在 & 和 X 2 上分别定义函数 A 和 /2 如下： 


和 


/l(^l) = 


h (^2)= 




/(xi,x 2 )d/i 2 , 


/(xi,x 2 )c//ii, 


若工 1 € M ， 
若工 1 奈八 1 

若 a ：2 € 八2, 

若工 2 《八 2. 
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则八和 / 2 分别是人-可测与 為-可 测实值函数.又若/是 ® -可 
积函数，则对于2 = 1,2, / i ,( Af ) = 0, fie I? (相对于测度叫的)，且 

/ fi{xi)dfii= f{xi,x 2 )d(fj Ji (10.5.4) 

JXi JXi x X2 

证只要把 Tonelli 定理分别用到 / 的正部和负部上便得. □ 

注早在19世纪人们就己经知道 （10.5.4) 对于连续函数/是成 
立的 .190 4 年， Lebesgue 证明了它对于有界可测函数/是成立的 . 1907 
年，意大利数学家 Pubini 指出了它对于无界可测函数/也是成立的， 
但是他的证明并不 完整. 现在公认正确的第一个证明是意大利数学家 
Tonelli 于1909年发表的.过去,这个定理常称为 Pubini 定理，现在似 
乎有把它称为 Fubini-Tonelli 定理的趋势. 

我们证明了测度空间 { X l xX 2 j A i ^ A 2 ^ i ^ ti 2) 的存在.但在具 
体的 A xX 2 上常常己经有现成的 心代数 及其上的现成的测度，后者 
未必就是本节定义的為 ® 為和川 帅 2. 例如，在 R n+m = R n X R m 
上的 Lebesgue 可测集全体构成的 a - 代数并非本节所定义的 R n 上的 
Lebesgue 可测集全体构成的 a - 代数与上的 Lebesgue 可测集全体 
构成的心代数的张量积.在 R n+m = R n xR m 上的 Lebesgue 测度也 
并非本节所定义的 R " 上的 Lebesgue 测度与 R m 上的 Lebesgue 测 
度的张 量积. 事实上， R n + m 二 R n x R - 上的 Lebesgue 可测集全体 
构成的 a -代数及 = R - x Rm 上的 Lebesgue 测度所构成的测 
度空间恰是本节定义的上的 Lebesgue 可测集全体构成的心代数 
与 R m 上的 Lebesgue 可测集全体构成的 a - 代数的张量积及在 R / 1 上 
的 Lebesgue 测度与上的 Lebesgue 测度的张量积所构成的测度空 
间的完备化，换言之，把一切零集的子集并入后所生成的 a - 代数.当 
然，它也可理解成由本节定义的 R 7 1 上的 Lebesgue 可测集全体构成 
的心代数与 IT " 上的 Lebesgue 可测集全体构成的 a - 代数的张量积 
及在 R 7 1 上的 Lebesgue 测度与 R m 上的 Lebesgue 测度的张量积经 
由 Caratheodory 方法得到的测度 空间. 遇到这种情形， Tonelli 定理和 
Fubini 定理的表述将作适当的修改.下面只介绍遇到这种情形时的关 
于 Fubini 定理的表述和证明的修改 .Tonelli 定理的表述和证明的修改 
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留给同学自行完成. 

定理 10.5.5' ( Fubini 定理） 设&和 义 2 是两个非空集合，人 
和為分别是&和义 2 上的两个 (7- 代数,它们分别由 7 T - 系巧和 7 T - 系 
V 2 所生成，/ ii 和 M 2 分别是定义在 為和為 上的相对于 tt - 系巧和 
7 T - 系巧的 tr - 有限的完备测度.若定义在 A X X 2 上的实值函数/是 
关于的完备化可积的，则对于几乎一切的 X 2 (相对于 
测度/ X 2 的）以下的映射是有定义的： 

X x Bxi^ /(xi,x 2 ), • 

且作为上的函数是-可积的；又对于几乎一切的 A (相对于测度 
Mi 的)，映射 

X 2 3 x 2 ^ /( a ： i , x 2 ) 

是有定义的，且作为 X 2 上的函数是可积的.另外，对于几乎一切 
的(相对于测度的)，以下的映射 

Xi B xi h f(xi ， x 2 )dfX2 

Jx 2 

是有定义的，且作为上的函数是 Mr 可积的；而对于儿乎一切的 
x 2 ( 相对于测度 M 2 的)，以下的映射 

X 2 3 X 2 h f ( XuX 2 ) d/M 

JXy 

也是有定义的，且作为 x 2 上的函数是 / i 2 -可积的.最后，我们还有 

/ /(xi,x 2 )d/ii ® >2 二 / ( / f{x\,x 2 )dii2 \djii 

J X I x X 2 JXi \ ^ -X^2 / 

= / ( / f{xux 2 )dfii )d/x 2 . 

Jx 2 \JXi / 

为了证明这个修改了的 Fubini 定理，我们需要以下 引理： 

引理 10.5.4 设&和為是两个非空集合，乂 i 和為 分别是 
&和 X 2 上的两个 a - 代数，它们分别由 7 T - 系巧和 7 T - 系: P 2 所生成， 
Ml 和 M 2 分别是定义在和上的相对于 7 T - 系巧和 7 T - 系巧的 
a - 有限的完备测度，又设 G C A X 义 2 ,且 G 是 Ml ® M 2 零集，则对于 
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几乎一切 : G A (相对于测度 Mi 的)，集合{町6 X 2 : { x u x 2 ) eG } 
是（相对于测度 M 2 的）零集；而对于几乎一切巧 G (相对于测度 
M2 的)，集合 {A € & : { x u x 2 ) € G } 是（相对于测度 Mi 的） 零集. 

证 只证引理结论的前半部分，后半部分的证明雷同.设 G 是 
/ii ®/ X2 零集. 由定理 10.5.5( Pubini 定理)，我们有 

0 = /LXi ® ^2{G) = / lGd(fl\ ® M2) 

JX1XX2 

=/ (/ 1g^M2 )dfii 

JXx \Jx 2 / 

= / "2({ 工2 € 义2 : (xi,x 2 ) G G})d/il. 

JXi 

故 M2O2 e 久 2 : ( Xi ， a ： 2 ) € G }) = 0, a . e . (相对于测度 / ii 的)，引理结论 
的前半部分对于 Ml ® M 2 零集 G 己证得 • 

再设 G 是 "1 8 "2 零集，则有 Mi ® M 2 零集 Gi 3 G . 因 

{ x 2 e X 2 : [ x \, x2 ) € Gi } d { x 2 e X 2 : ( xi , x 2 ) e G }, 

故引理结论的前半部分对于 117^ 零集 G 也 成立. 口 

定理 10.5.5/ 的证明 由引理 10.5.4, 若/ = 1 G ， 其中 G 是 
零集，则定理 10.5.5 7 的结论 成立. 若/ = 1 g ， 其中 G 是 
Mi 可测集，则有 Mi ® M 2 可测集 Gi DG ， 使得 ^ T ^7^( Gi \ G ) = 0. 

因此 

1 g = Igi - 1 gi \ g - 

由定理10.5.5,定理 10.5.5 7 的结论对于 l Gl 成立 • 由引理10.5.4,定理 
lO . o ^ 的结论对于 l CAa 也成立.故定理 10.5.5' 的结论对于 1 g 成 
立. 由此，定理 10.5.5' 的结论对于可测的简单函数成立•由 
引理 10.5.2, 定理 10.5. Y 的结论对于任何 mi 卽2可积函数 成立.口 

§10.6 Jacobi 矩阵与换元公式 

本节要把 一 维情形的 Riemann 积分换元公式（定理 6.4.2) 推广到 
任意维的 Lebesgue 积分上.为此，我们先讨论线性变换下测度的变换 
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公式，进而讨论线性变换下的积分换元公式,最后才讨论一般变换下的 
积分换元公式. 

定理10. 6 .1 设 r : R/ 1 — R n 是可逆线性变换，则对于每个 
Borel 集4 C R ' 有 m{T(A)) = | detr | m ⑷. 

证因线性映射 r - 1 是连续的 R/ 1 的双射，所以，若4 

是 Borel 集， T ( A ) 必是 Borel 集.对 丁‘任何 Borel 集令 fir ( A ) = 
rn ( T ( A )). 显然，//了是测度，且因 

^ t(A + x ) = m ( T(A + x )) = m ( T ( A ) + Tx ) = m ( T ( A )) = / i T ( A ), 

fir 是平移不 变的. 由定理10.5.3,存在常数 C r > 0,使得/ 2 了 = C T m . 
对于任意两个可逆线性变换 *5 和： T ， 我们有= C S C T . 设0是个 
正交变换，对于单位球 B = {x e R n : | x | < 1}, 有 0( B ) = B , 因而 
" 0 ( B ) = m ( B ) •因0 < m ( B ) < oc ， 故 C 0 = 1 . 我们从线性代数课程 
中知道， detO-±l = 士 C 0 •若 D 是个对角线矩阵，且它的 j •行 j 列 
的元素4彡0,又设/ = {x e R 71 : 0彡巧彡 1 ( 1 彡 j •彡…}，贝 lj D ( I ) = 
{x e R n : 0 ^ xj ^ dj(l 彡 j 彡 n )}， 故 C D = dkd 2 •••‘ = detD . 因此， 
对于任何形为 T = 0, D 0 2 的矩阵，其中 A 和 0 2 是正交矩阵，而 /) 是 
对角线上全是正数的对角矩阵，有 C：r = Co \ C0C02 ~ detD = IdetTj . 
对于任何形为 r = ChD () 2 的矩阵 r , 定理的结论成立.只要利用以下 
的线性代数中的一个初等引理，定理便得证了. □ 

引理 10 . 6.1 设 S : R/ 1 — R / 1 是可逆矩阵，则有两个正交矩阵 
0 !和 0 2 和一个对角线上全是正数的对角矩阵 D ， 使得 S = 0])0 2 . 

证 SS T 是正定矩阵，故有正交矩阵0及对角矩阵 Di ，它的 
第 j 行第 j 列的元素是与 > 0 ( 为以后讨论方便，选取心 > 0 )，使得 
55 T = OAOT . 以 D 表示第 j 行第 j 列的元素是 4 的对角矩阵，则 
= D 2 , 故 SS r = ODDO r ，或 

S = OD [ DO t { S t )~ 1 }. 

我们只要证明 DO t ( S t )- 1 是正交矩阵，引理就得证了.因 
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[Do T {s T T l ) T [Do T {s T y l ] = s- 1 od[do t {s t )~ 1 ] 

= s- 1 [oddo t ]{s t )~ 1 = s- l ss T (s T y 1 = /, 

故 DO t (S t )~ 1 是正交 矩阵. o 

作为定理 10.6.1 的一个应用，我们有 

推论 10.6.1 若 S 是 R n 的一个仿射子空间，且 dims < n , 则 
m ( S ) = 0. 

证 仿射子空间通过适当的平移便成为线性子空间，而平移不改 
变 Lebesgue 测度，不妨假设 S 是线性子空间.通过适当的可逆线性变 
换， S 便成为 {x E R " : = 0} 的一个子集.这个子集可以看成可数 

个 {x e R / 1 : = 0} 的有界子集之并,每个 {x G R n : X ! = 0} 的有界 

子集可以被体积任意小的长方块所覆盖，因而是零集.可数个零集之 
并也为零集.再由定理10.6.1， m ( S ) = 0. □ 

推论 10.6.2 若 r 是 R n 到自身的线性映射， A 是 R n 的 Lebesgue 
可测集，则7 1 ㈤ 是 Lebesgue 可测的，且 m ( T ( A )) = \detT\m(A). 

证若 r 是奇异的，则由推论 10.6.1 便得所述之结论.设 r 非奇 
异，任何 Lebesgue 可测集是一个 Borcl 可测集与一个零集之并，而零 
集是某 Borel 可测的零集之子集，由定理 10.6.1 便得所述之结论. 口 
定理 10.6.2 设了 ： — Rn 是可逆线性变换，则对于每个非 

负 Lebesgue 可测函数/，或 Lebesgue 可积函数/,有 

J fdm = | detT | j f o Tdm, 

证 让 £ 表示 R n 上的所有的非负 Lebesgue 可测函数构成的半 
格, / C 表示 R " 上的所有满足等式 

J fdm = | detT | J f oTdm, 

的非负 Lebesgue 可测函数 / 构成的集合.显然, K 是个 f 系（参看定 
义 10.5.1). 由定理 10.6.1 和引理10.5.2,定理 10.6.2 的结论对于一切 
非负 Lebesgue 可测函数/成立.对于 Lebesgue 可积函数/，只须将/ 
分解成正负部之差/ = / + -/ _ ，然后对非负 Lebesgue 可测函数/卞 
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和/_分别用己经证得之对于一切非负 Lebesgue 可测函数结果，再把 
所得之结果相减，便得所要的结论. □. 

我们现在面临的任务是把只对可逆线性变换建立起来的定理 10.6.1 
和定理 10.6.2 推广到逆映射也连续可微的可逆连续可微变换（即微分 
同胚）上去.具体地说，我们要建立以下的定理. 

定理 10.6.3 设[/和 V 是 R n 中的两个开集， p 是 f / 到 V 上的 
双射，且#和都是连续可微的,则对于任何 V 上的非负 Lebesgue 
可测函数，或 V 上的可积函数/，有以下的 多元函数的换元公式 

/ fdm = / (/ 0 
Jv Ju 

其中' = det^ 7 是映射 p 的 Jacobi 行列式.特别，对于任何可测集 

乂 C C /， 有 

m ( ip ( A )) = / 

JA 

在证明定理 10.6.3 之前，我们先引进一些记法，然后建立一系列 
的引理为定理 10.6.3 的证明作准备. 

中心在$ = (6,••.，&)的一个（棱平行于各坐标轴的，左开右闭 
的）立方块是指如下的集合： 

Q = {x € R n •• - h < Xj ^ + ft, 1 ^ ^ n}. 

本节中谈到的立方块都是指这种棱平行于各坐标轴的,左开右闭的立 
方块.若 Q 是中心在€的一个立方块，则 Q s 表示与 Q 同心的，但每 
个边长等于 Q 的对应的边长的(1+£)倍的立方块，其中 e > 0: 

Q £ = {x e R n : - (1 +e)h < Xj ^ + (1 +e)h, 1 彡 j 彡 n }. 

显然， m ( Q e ) = (1 + E ) n m ( Q ). 

引理 10.6.2 设 IT 上的内积和（欧氏）范数是 


(x,y) R n = |x| R n = y/(x, x) = 


则我们有 
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Vx € R n (| x| R n = sup |( x , y)Rn I ) • 

、 |y|R^=i / 

证 由 Schwarz 不等式， 

sup |(x,y) R n| < sup |x| R n|y| R n ^ jx| R n. 

: y|n n =l |y|Rn = l 

反之，因 | x /| x|| Rn = 1，有 

I x !r° = (^ su p l( x ， y)R/» • 

V / R n |ylan = l 

将两个不等式结合起来，便得 

VxeR n (| x | R n = sup |( x , y ) R n | ]. □ 

V |y|Rn=l / 

引理 10. 6 .3 设 C / 和 V 是 IT 中的两个开集， p 是 [/到 V 上 
的连续可微映射，又设夂 C t / 是紧集,而^ €尺 c f /， &是在《附近 
最接近 p 的如下的仿射映射（7> 是在^处的一次 Taylor 多项 式)： 

巧⑷= #(《) + 〆⑹ (x — 幻， 

则对于任何 r / > 0,有 J = 6( K , r ,) > 0 (注意： J 只依赖于 X ，不依赖于 
0,使得对于任何4 e 都有 

0 < | x -^| < (^ => \( fi ( x ) - r e ( x)j < ?/|x - ^|. 

注 1引理结论的粗糙说法 是：当 | x - $ — 0时， ( p ( x ) 与 7^( x ) 
之差是比 | x -^| 更髙阶的无穷小，而且相对于$是一致的高阶无穷小. 

注 2 同学们可以参看推论5.9.4,那里在更弱的条件下得到了这 
里的 结论. 但这里的证明方法相对来说简单些.对我们下面的讨论来 
说，这里的结果己经足够了. 

证 对于任何 ye R n ，令 


於 y( x ) = ( y , (fi(x)) R n = [y] 7 V(x )， 


(10.6.1) 
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上式中间的表示式是(列）向量 y 和 w ( x ) 在 R n 中的内积，而右端的表 
示式是行向量 [ yr 和列向量 p ( x ) 的(矩阵）乘积 • 易见,: R n — R , 
且 

^ y ( x ) = [ y ] 7 V ( x )， 

其中 [ y ] T ¥ J ， ( x ) 表示行向量 [ y ] T 与矩阵 ¥?’( x ) 的(矩阵）乘积.由 La ¬ 
grange 中值定理， 

Vv( x ) = ^y(0 + ^y(Zy)(x — 0 = (y, + [y]V(Zy)(x - 0 ， 

( 10 . 6 . 2 ) 

其中 Zy 是 X 和 € 的连线 [ x ,^] 上的一个点 ，X - ^表示列向量.另一 
方面， 

( y ， A ( x)) R n = ( y ， p ( C))Rn + [ y ] 7 V (0 ( x - 《)• （10.6.3) 

由（10.6.1)， （10.6.2) 和（10.6.3)，有 

( y ， P ( x ) - T ^( x)) R n = [ W ( z y )- 〆⑹ )(x - 《)• （10.6.4) 

由引理 10.6.2 和方程 (10.6.4), 我们有 

M x ) — A ( X )| = sup |( y ? ¥>( x ) - r € ( x )) R n | 

| y|=i 

=sup |[ yl T (^( z y )~ V (《))( x-OI 
| y|=i 

< sup lIAz ) — 〆 (Oil • |x — 之 I ， (10.6.5) 

其中 || y /( z ) - 表示 ¥>’( z )- p ’ ⑹的算子范数.由 ( p r { x ) 在 X 上 
的一致连续性，对于任何7? > 0,有6 = 5 ( K , r ,) > 0,使得任何 
都有 

0 < |x -妇 < J 且 z G [x,^] =^\ z -^\< 6 => ||^(z) - p’(0|| < ”• 

由不等式 (10.6.5), 我们有 

0 <\ x -^\< 8 ^ \( f { x ) - T € ( x )| < r /| x -$|. □ 
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引理10. 6 . 4 设 t ； 和 V 是 R " 中的两个开集， p 是 f / 到 K 上的 
连续可微双射，且 P - 1 也连续 可微. 又设尺 c 是紧集，而$ e c [/， 

记 A 是在$附近最接近^的如下的仿射映射 （ Q 是#在$处的一 
次 Taylor 多项式)： 


r € (x) = (p(^) + y/(0(x — 0, 

则对于任何紧集尺 CC 7 和£>0,有5 = S { K , e )>0 (注意： 5只依赖 

于 A ： 和 e ， 不依赖于0,使得任何中心在$ e A ： 的、直径小于5的立 
方块 Q C C 7, 必有 

_ C 響) • 

证 因 K 紧，又因作为 x 的函数的 (^( x ))- 1 是连续的，故有正 
实数 M ， 使得 

sup ||(^ / ( x ))' 1 || < M , (10.6.6) 

x£K 

其中 H | 表示算子范数. 

由引理10.6.3,对于任何7/ > 0,有5 = 5 ( K , 7?) > 0,使得 
0 < l X ， ^|Rn < 6 => \( fi ( x ) - T ^( x)| R n < T/|X - ^j R n. (10.6.7) 

设 y = 9(0 + 〆 ⑹ (X — 0 = T (( x ) 和 z = ¥?(0 + ⑹ (W 一 《）= 

A(w )， 则 r-^y) = x 和 了 ^ ⑷ =w . 因此 

T { 1 ( y )- T -\ z ) = x ^ w . 

另一方面， y-z = V (0 (x _ w )， 故 

^ _1 ( y )- T ^( z ) = ^( O -^ y - z ). (10.6.8) 

由 （10.6.6)，（10.6.7) 和 （10.6.8)， 当 0 < |x — ^| R n < 5 时，我们有 
| r € -、( x )) 一 x| R7l = IO ㈨ ) — r 广 (7>( x))| R n 

= IV ， (0" 1 Mx )- T € ( x ))| R n < Mr ]\ x -^\ R n . 


取 r ; < £/{ My / n ), 便有 
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T ^ l {( p { x )) - x| R n < ( e / y / n )\ x - 彡 e ", 

其中 / i 表示立方块 Q 的棱长之半.因此, 77 l Mx )) - X 在任何坐标轴 
上的投影的绝对值小于或等于成又 r - 1 ^))-^ 在任何坐标轴上 
的投影的绝对值小于或等于 T -\^ p ( x )) - x 和 x - 《在同一坐标轴上 
的投影的绝对值之和，即小于或等于 (1+^. 

记 Q 为直径小于&中心在 ie K 内的立方块，由以上讨论，当 
x e Q 时， T -\< p ( x )) eQ ^ 换言之， ^( x ) g t € ( Q 汴 □ 

引理 10.6.5 设【/和 V 是 R n 中的两个开集， f 是[/到 K 上 
的连续可微映射，又设 S C t / 是 R n 中的 Borel 集，贝 IJ 

JV JB 

证先设 S = K(C [/) 是个紧集，这时 C 是 K 的紧子 

集.对于任何 i e N , 令 

K i = { x ^ R n : p (^ K )^\/ i} y 

其中 p { x ., K ) — inf p ( x , y ). 不难证明， p ( x ，/0 是 x 的连续映射（参看 

§7.9 的第12题的⑴).作为闭区间 [0.1/ i ] 关于这个连续映射的原像的 
Kj 是闭集:它显然是有界集，所以它是紧集.不难 证明 ： C K 且 
C\Ki = K CU (参看 §7,9 的第 12 题的⑻).故有 io € N , 使得 i 彡 i 0 

&,有 K C [/. 由定理10.2丄对于[/的 Lcbesgue 可测子集4映射 

Ah f 1 ‘ldm 是 J 7 上的一个测度，且对一切 iWo ， / \ Jcp\dm < oc , 

JA Jk x 

由推论 9.2.1，/ \ J ( p \ dm = lim [ | Jpldm . 故对于任何 e 〉 0, 有 一 个 

Jk JKi 

i > io , 使得 f \ Jtp\dm < f IMdm + £ •.因是紧度量空间，作为 

JKi JK 

连续函数的々在 K 上一致连续，故有5 > 0,使得 

Vx,y G Ki(\x - y \<5=^ | J ^( x ) - J ^{ y )\ < ^). (10.6.9) 

在选取5时，可以附加要求5 < mm (6( K u e ) Mi ), 其中 5( K ^ e ) 是引 
理 10.6.4 中的那个依赖于和 e 的 S { K u e ). 作了这样的限制后，任 
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何直径小于 么且与 K 相交的立方块 Q 必完全包含在&中.因欠有 
界，必有有限个（左开右闭的）立方块 Q u …, Qn , 使得以下四个结论 
成立： N 

(i) K C U Qi ； 

( ii ) VjeYl ， 。 A ：# 0); 

(iii) Vj€{ 1, (diamQ^ 5); 

( iv ) \/j £ {1，• • •, N}\fk e {1，•. * ,^ V}(j ^ k => Qj f ] Q k = 0). 

由 （ ii) 和 （ iii), 我们知道，对于一切 jf € {1 ， ." ， JV }， C •由 

( i )，（7 = ^( K ) C U W %) •记 心为％ 之中心 . 我们有 


/ N \ N 

77i(C) ^ ^m{ip{Qj)) 

N 

彡 5 Im (7> ((^))( 由引理 10.6.4) 


3 


N 


[| deV ( Um ( Q ^)( 由定理 10.6.1) 


3 


N 




J 


N 



< U +0 n > : / (| J ^|+ e ) dm (由不等式 (10.6.9)) 

Qi 


3 



^ (l+e) n / (\J if \+e)dm. 

Ki 


最后一个不等号的获得是因为％ C ^ R g>(j = 1，…， AT ) 两两不相 
交.因映射 Ah Ia 14 咖是 r 上的一个测度,我 们有： 对于任意给 

定的 e > 0,只要 i 充分大, 便有 J IJ^ldrn ^ J IJ^dm +e. 注意到 
e 的任意性，我们有 1 


m(cp{K)) = m{C) ^ 
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当 B 二 K 是紧集时，引理的结论已经证得.利用测度的可数可加性和 
Beppo Levi 单调收敛定理，在 S 是可数个紧集之并时引理的结论也可 
证得.在有界 Bord 集 Z ? 上，只要 BCU , 作为连续可微函数的 V 在 
闭包是紧集的 S 上满足局部的 Lipschitz 条件.利用定理 9.5.2 和 §9.7 
的第 17 题的 （ V )， 引理的结论对于有界 Borel 集 B 已经证得.对于一 
般的 Borel 集 BCU , 以下的集合串中的任何集合均是闭包包含在 C/ 
内的有界 Borel 集： 

B n = B (0, n ) D {x : p ( x ， U c ) ^ 1/ n } H B , n = 1，2,…， 


而且 

OC 

5 = (J B n , B n C B n ^i, n=l ， 2，.... . 

n=l 

再利用测度的可数可加性和 Beppo Levi 单调收敛定理，便可得到对于 
一般的 Borel 集 BCU 的引理的结论. 口 

引理 10.6.6 设 C 7 和 V 是 R n 中的两个开集， p 是 f / 到 K 上 
的连续可微双射，且 W — 1 也连续可微，又设/是 V 上的非负 Borel 可 
测函数，则我们有 


/ fdm ^ / (f o cpWdm , (10.6.10) 

Jv Ju 

证 让 £ 表示 V 上所有的非负 Borel 可测函数/组成的半格. 
又让 / C 表示 F 上所有的满足不等式 (10.6.10) 的非负 Borel 可测函数 
/组成的集合.不难检验 /C 是个乙-系（参看定义 10.5.3). 由引理 10.6.5 
和引理 10.5.2 便得 /C = £. □ 

现在一切准备妥当，我们可以回来证明定理 10.6.3 了. 

定理 10.6.3 的证明 先证明：对于 F 上的非负 Borel 可测函数 
/，引理 10.6.6 的结论中的不等式 （10.6.10) 可以改成等式. 

将不等式 (10.6.10) 中的 p 换成 中一' f 换成对可微 
映射 if 与寸 的复合的锁链法则（^。 V 0' =( 〆 0 两端取行列式， 

有 J ^ = 。奶 因此,对于 V 上非负 Borel 可测函数/，有 
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jJJ ( 人 (/ 。 w _1 )(I4I 。 # _1 )| 々 -1 咖 

= J f\Jcpocp-^\dm = j fdm. 

这个不等式与 (10.6.10) 合在一起，便得到定理 10.6.3 的关于 F 上的 
非负 Borel 可测函数的第一个等式.第二个等式是第一个等式的特例 
(只要让/ = 1^)), 当然也得到了. 

因为任何 K 上的非负 Lebesgue 可测函数/都是几乎处处等于一 
个 V 上的非负 Borel 可测函数 5 的： 


f = 9 + h, 

其中 /i 是一个 K 上的几乎处处等于零的 Lebesgue 可测函数 ./i 的绝 
对值是被一个V上的几乎处处等于零的非负 Borel 可测函数 fc 控制 


住的: 

由此， 


h\ ^ k. 


jjj 0 = j (9 0 A'Jip'dm + j {h o ^p)\J 

= gdm+ / 、ho ipWdm = fdm+ [ (h 0 

Ju Jv Ju 

另一方面， 



Ju 



kdm = 0 . 



这就完成了定理中关于非负 Lebesgue 可测函数的部分.一般的 


Lebesgue 可积函数是两个非负 Lebesgue 可积函数 之差. 这两个非 
负 Lebesgue 可积函数有两个等式，将它们相减，便得到关于一般的 


Lebesgue 可积函数的等式了. 
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注 积分的换元公式有许多证明的方法（参看 §10.9 的第43题). 
这里的证明方法并不是最简单的，但从思路来说，也许是最直接了当 
的.而且证明中的技巧常有用，值得学习. 

§10,7 Lebesgue 函数空间 

10.7.1 L p 空间的定义 

定义 10.7.1 设 X 是个非空集合, *4 是 X 上的一个 a - 代数， 

是4上的一个测度， \^ p < oo . JC p { X ) f i ) (当 X 和 p 已从上下文不 
言自明时,也简记做 £ p ) 定义为 

: : X — C ， /是 " 可测的，且 |/| p 可积 }• 

在 cp { x ,, i ) = ty 中引进等价关系〜 如下： 

/ 〜9仁^ / = 9 ' a . e . (")• 

jCp ( X ^) = C ^ 相对于如上定义的等价关系〜被分成许多等价类，这 
样的等价类的全体称为 P 空间， 记做有时简记做 L ' 

事实上， P 空间可理解成把中的几乎处处相等的函数看成同 
一个元素后而得到的空间.以后，为了方便， 等价类 f e P 与它的代 
表/ e /将不加区分 . / e 的代表 feC p 不是唯一的，但因不同的 
代表几乎处处相等,它们的积分相等，因此不同的代表出现在积分号下 
时结果一样，故不会引起混乱.以后，为了简化记法，等价类 f e P 与 
它的代表/ e /都记做 /. 

由不等式 \ct + 0 \ p ^ SMdalP + l / JjK 同学可用函数 /( z ) 二: rP 在 
[0, oc ) 上的凸性自行证明这个不等式)，我们有 

a,b e C,f,g e C p => (a/ + bg) e C p . 

因此， P 是线性空间.因等价关系〜关于线性运算不变， P 也是线性 
空间. 

对于 / GZA 它的范数定义为 
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范数 l . l P 具有以下三条重要 性质： 

⑴ VA € CV /“ p (| A /| 厂 | A ||/| p ); 

( ii ) V /， 5 € LP(\f + g\ p ^\f\ p + | 5 | p)( 三角形不等式)； 

( iji ) l/lp = 0 / = 0. 

注 ( iii ) 中右端的 “ 0 ” 表示线性空间 LP 中的 “ 0 ” 元素，或者说， 
它的代表 / = 0, a . e .(/ i ). 

除了 （ ii ) 以外，其他两条性质很易 检验. 在证明 （ ii ) 之前，我们先 
引进的概念 如下： 

表示定义在 X 上的满足以下条件的复值 化可 测函数/的全 
体构成的 集合： 对于每个/ € 有个（依赖于/,但不依赖于: r 的) 
常数使得 \f( x )\ ^ A ：, a . e .(/ i ). 而广是相对于等价关系 

f 〜 g f = g ， a.e.(/z) 

的等价类全体构成的线性空间. 

和以前一样，对于等价类及其代表我们将用同一个符号表示•对 
于 / GL 00 , 它的范数定义为 

l/U = inf{/C : |/(a:)| < K, a.e.(//)}. 

|/| oo 也称为/的 本质上确界. 易见，它也具有⑴， （ ii ) 和 （ iii ) 这三条 
性质. 

下面我们要证明 |.| p 的性质 （ ii ). 为此，先证明以下的很有用的不 

等式，它是离散形式的 Jensen 不等式（定理 5.6.4) 的连续模拟，也是 

离散形式的 Jensen 不等式的推广.它也称为 Jensen 不等式. 

定理 10.7.1 (Jensen 不等式） 设入 是个非空集合，4是 X 上 

的 a - 代数， " 是定义在/上的测度，且 fi ( X ) < 00 ,实值函数 f eL l = 

Ll ( x ^)> 又设 J : R ^ R 是凸函数（因而连续)，〈/〉表示 /( 相对于测 
度 W 的平均值： 
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则 

( i ) (.7 0 f )( x ) = J (/( x )) 在 X 上可测，且 [ J ° f ] 的负部 W ] 
可积，因而/ (J 0 /) d / i 有定义，当然可能取值 + oo . 

JX 

( ii ) 以下形式的 Jensen 不等式成立： 

( Jo /)> J ({/)). (10.7.1) 

若 J 严格凸，则 （10.7.1) 中等号成立的充分必要条件是：/是个 
取常值的函数. 

证 当然，我们可以利用定理 5.6,4 的（离散形式的) Jensen 不等式 
(5.6.23) 通过简单函数列取极限而得到定理 10 J .1 的（连续的 ) Jensen 
不等式 （10.7.1). 下面我们宁愿直接用凸函数的性质（推论5.6. 4 )直接 
证明它. 

利用 J 的连续性（参看推论 5 . 6 . 2 )，便有 

Va 6 R({y e R : J { y ) > a } 是开集 )• 

因为 

{ xeX：{Jo f ){ x ) > a } = r l {{ yeR ： J { y )> a }), 

由引理 10.1.1 的 （ V) 可得 ( Jof )( x ) = 在 X 上的 A 可测性 • 

由推论 5.6.4, 有实数 V ，使得 

Mte R { J ( t ) > J (( f )) + V ( t ^ 〈/〉)). （10.7.2) 

所以， J (/) 的负部被下式 控制： 

| J ((/))| + M •!(/>! + 叫 (10.7.3) 


因为 n ( X ) < 00, ( i ) 得证 • 
由 （10.7.2)， 有 






州/〉)私+ 
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( 10 . 7 . 1 ) 证得. 

若 J 严格凸，则 (10.7.2) 是严格不等式，除非 f = 〈乃. 若 f 不是 

几乎处处等于一个常数，则在一个正测度集上/ _〈/〉，故在一个正测 

度集上不等式 ( 10 . 7 . 3 ) 是严格的不等式•因而•这时 ( 10 . 7 . 1 ) 是严格的 
不等式. n 

作为连续形式的 Jensen 不等式的一个应用，我们得到以下的连续 

形式的 Holder 不等式，它也是离散形式 Holder 不等式的 推广： 

定理 10. 7 . 2 (Holder 不等式） 设久是个集合， d 是久上的 

。代数，//是定义在乂上的测度，/ 6 L p ，5 € L ' 其中1 < P < OG ， l / p + 

1/9=1，则由等式 ( fg )( x ) = f { x ) g ( x ) 定义的/ 9 e L 1 ， 还满足以下的 
不等式： 

I f* 《 f I / N 咖 ( 10 . 7 . 4 ) 

J X J X 

且不等式 (10.7.4) 中第一个不等式的等号成立的充分必要条 件是： 

( i ) 3实数 9( f ( x ) g ( x ) = e w \ f ( x )\\ g ( x ) la . e . y { fi )). 

又若/不是几乎恒等于0的函数， （10.7.4) 中第二个不等式的等 
号成立的充分必要条 件是： 

⑼ 当 1 < P < oo 时， 3A e R(\g(x)\ = X\f(x)\P-\a.e.y } 

( iii ) 当 p = 1 时， 3 A € R (\ g ( x )\ ^ •，且当 /(rr) # 0 时， 

I 咖 )1 = A ); 

(iv) 当 p = oc 时， 3A e R(|/(x)| < A,a.e., 且当 〆 z) / 0 时， 
\ f ( x )\ = A). 

注 （10.7.4) 的第二个不等式称为 （连续形式的， 或 积分形式的） 

Holder 不等式. 

证 （10.7.4) 的第一个不等式是显然的，且等号成立的充分必要 
条件是⑴也是显 然的. 因此，不妨假设 f ^ 0 ,g ^ 0. 当 p = 1 

或？ > = oo 时，不等式 （10.7. 4 ) 及其等号成立的充分必要条件分别是 
( iii ) 和 （ iv ) 也是显 然的. 下面讨论中，永远假设1 < p < oo .令 
Y = { xeX : g ( x ) >0 } ) Z = X\Y = { xeX : g ( x ) = 0}. @ 

lx ^ Pdfl = ly + Iz 
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为了证明（10.7.4)，不妨假设X = y. 在 X = r 的 (7 -代数乂上引 
进测度 p : VG e A ( iy { G ) = [ •令 F ( x ) = f ( x ) g ( x)~ q/p (ft 

JG 

S ： g >0 保证了定义有意义).相对于测度 i /， F 的平均值是 



由此， Holder 不等式及其等号成立的充分必要条件都是 Jensen 不等式 
及其等号成立的充分必要条件的推论. □ 

注 1 当 p = g = 2 时， Holder 不等式常称为 Schwarz 不等式， 
或 Cauchy 不等式 ，或 Bunyakowski 不等式 . 它的形式是 


v/,5 ^ l2 (^ J x ’ 如 " 


2 




jx l/l 2 ^^ M 2 咖 ). 


(10.7.5) 


注 2若定理中的条件7 eL ^ geL ^ 改为/和 S 是非负4可 
测函数，则以下不等式 成立： 



(10.7.4/ 


证 若/ € L'ge L ' (10.7.4)' 的成立已证明.今设 （ 10.7.4/ 右 
端的一个因子= oo, 另一个 > 0, 则右端 = oo, （ 10.7.4)/ 当然成立.若 
(10.7.4/ 右端的一个因子= 00,另一个= 0,则/和 g 中至少有一个 
几乎处处= 0,故 /s = 0, a.e. ， (10.7.4/ 左端= 0, (10.7.4 )， 也成立 .口 
定理 10. 7 .3 (Minkowski 不等式） 设 X , Y 是两个集合， A y B 
分别是上的心代数，它们分 别由义 上的 7 T - 系 P 和 Y 上的 7 T - 系 
Q 生成， / X ， P 是分别定义在 A 5上的两个测度，它们分别相对于 7 T - 系 
p 和 Q 是心有限的，又设/是 x x r 上的非负仄可测函数，而 
1 < p < oc , 贝！ J 

乂 ( 乂 /(u/) p 4t) ( 又 ( 乂 /(i’y)A) #) . (10.7.6) 
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这里意味着，上式左端有限时右端必有限. 

当1 < p < 00时，方程 （10.7.6) 两端有限且相等时,必有非负 沣可 
测函数 a 和非负可测函数使得 

f ( x ^ y ) = a ( x ) P ( y ), CL.e. (/i® I/). 


以下的三角形不等式是 (10.7.6) 的特殊 情形： 

Vp € [ l ， oc ] V /，9 € L p (X,fi)(\f + g\ p ^\f\ p + \g\ p ). (10.7.7) 

当 / 不恒等于零时，若1 < P < oo, 则|/ + 5 | p = |/| p + | s | p 的充分必 
要条件是： 3 A 彡 0(3 = A /， a . e . (//)). 

注三角形不等式 (10.7.7) 告沂我们，范数 | . | p 确实具有范数的 
性质 （ ii ). 

证由引理10.5.3,函数 

J^f(^ ， y) p dfi 和 H(x) = j /(x, y)dv 

分别是和 4 -可测函数 • / = 0， a . e •时,不等式 （10.7.6) 显然成立.不 
妨假设/在一个正测度集上大于零. 

利用 Tonelli 定理， (10.7.6) 右端的积分可以写成以下 形式： 

J x H ( x ) Pd ^ = y)di^j [H(x)] p ~ l d^i 


利用 Holder 不等式 • 并注意定理 10.7.2 后的注2,有 



由此得到 



这恰是 (10.7.6). 
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在证明的推演过程中，所有的步骤都是等号,只有一个例外 ：用了 
一次 Holder 不等式.这个 Holder 不等式的等号成立的充分必要条件 
是： 对几乎一切 y (关于测度〃)，存在一个（不依赖于: r ， 只依赖于 y 
的）函数 A ( t /), 使得 


\( y ) H ( x ) = f { x y y ), a . e •⑻ • 

因/ • 、 

X ( y) p H ( x) p dfi = / f ( x ， y ) p dfi ， a . e •(关于测度 

Jx Jx 

右端是可测的，可测，因而 A ( y ) 仏可测 • 等号成立的充分必 
要条件已证得. 

只要设 y = {1，2}，〃({1}) = i /({2}) = l , F ( x , l ) = |/( x )|, F ( x ,2) = 
\ g ( x)l 并注意到 \ f ( x ) + g ( x )\^ \ f ( x )\ + \ g ( x)l 三角形不等式 （10.7.7) 
是 Minkowski 不等式 (10.7.6) 的直接推论. 3 

U 中有了范数 |.| p ， 中可以通过范数 | • | P 引进以下形式的距 
离： 

V/,5 e L p ( p ( f , g ) = \ f - g \ P ). 

不难检验 P 相对于 p 构成个度量空间（度量空间的三角形不等式（定 
义 7.3.1 的 （ iii)) 正好相当于我们这里的三角形不等式 （ 10.7.7)) •第 7 
章中关丁•度量空间的全部理论都可用到 P 上.但是第 7 章中关于度 
量空间的较深刻的理论主要集中在完备度量空间上.因此，我们有必 
要研究27的完备性,这就是下一小节的任务. 

10.7.2 LP 空间的完备性 

定理 10.7.4 设久是个非空集合， 4 是 X 上的心代数， /i 是 
定义在乂上的测度 ， {MZiifi e P ) 是中的 Cauchy 列，其中 
1 ^ p ^ oo . 换言之， 

Ve > 03 iV e N(i > NJ > N =>\ fi - fj \ p < e ), 

则有一个 / e ZA 当 i — oo 时，有 1/ - — 0. 这时，我们常称 M 在 

P 中）强收敛于 /( 简称收敛于 /), 记做 
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当 i — 00时 ， fi 4 f (在 L p 中). 

而且， P 中的 Cauchy 列 {fKfi e L p ) 有子列 < i 2 < 
…）和一个非负函数使得 

⑴ \fi k ( x )\ ^ ^( x ), a.e. (fi); 

(ii) lim f ik (x) = f(x) y a.e. (fi). 

k—oc 

证 只证明 1 < p < 00 的情形 • p = oo 时证明更为简单，留给同 
学自行完成.我们知道，假若一个度量空间中的 Cauchy 列{人}^^有 
收敛子列，则这个 Cauchy 列必收敛于该子列的极限（请同学补出证明 
细 节). 今构造的收敛子列 如下： 

首先选一个自然数 h ， 使得当 n 彡 A 时，|/„ - / J p < 1/2.然后 
再选一个自然数 i 2 > L 使得当 n > i 2 时，丨九 -/; 2 | p < 1/4. 如此下 
去，得到一串自然数 G < i 2 < i 3 < …，使得 

\fi k - /i fc+1 Ip < 2' fc , fc = 1 ， 2,… ， 

令 

l 

F ^ x ) = \fh( x )\ + J2 - 

k—l 

显然 ， N < F /+1 . 又由三角形不等式，有 

吲 p 俱 Ip + E H 以 1/ “ lp + E 2 '"<l/n Ip + L 

/ c=l fc=l 

由 Beppo Levi 单调收敛定理， {F /}^ 儿乎处处单调收敛于一个非负 
可测函 数兄且 

(人 | F ; p rf ") /P = ( 人 |耶咖) W < |/“ | p + 1 < oo . 

因此, FeLK 故 F 几乎处处有限.由此，函数列 

I 

= fh(^) + ㈤- /i fc+1 (X)) 

k=l 

在 x 上几乎处处绝对收敛，因而它对于几乎一切 xex 收敛于一个 
有限数 /㈤ = lim 九⑷•因 \f ik {x)\ p ^ |F(x)p e L 1 ， 由 Lebesgue 控 

AC ^ OO 
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制收敛定理，/ G L p .又因 |/i,(x)- f { x )\^ ^ 2P[F(:r)p ， 再由 Lebesgue 
f 』收敛定理， 1/ - / d P — 0,换言之，强收敛于 /• □ 

定理 10.7.4 告诉我们， P (相对于距离 pU . g ) = \ f -9\ p ) 是个完 
备度量空间.若把 Lebesgue 积分换成 Riemann 积分，这个重要的结论 
是不成立的（参看 §10.9 的第 31 题).这是 Riemann 积分不得不让位 
于 Lebesgue 积分的一个重要原因. 


10.7.3 Hanner 不等式 

下面需要用到 §5.8 的第 28 题 （ viii) ，（ ix) 和 （ xii) 的结论，为了讨 
论方便，我们愿意将它以引理的形式不加证明地复述于后： 

引理 10.7.1 对于1彡 p 彡 oo ,0< r 彡1,设 

a ( r ) = (1 + r) p - 1 + (1 - r ) p " 1 , 
f [(1 + r ) p - 1 - （1 - r ) p _1 ] r 1 -' 若 r * e (0,1]， 

0 { r ) = < 0, 若 r = 0 ，p < 2, 

[ oc , 若 r = 0， p >2， 

则当 p < 2 时，对于任何复数 4 和我们有 

a{r)\A\ p + 3{r)\B\ p < \A + B\ P + \A- B\ p ; (10,7.8) 

当 p > 2 时，对于任何复数 Z 和 B ， 我们有 

a{r)\A\ p + 0{r)\B\ p ^ \A + B\ J, + \A- B\ v . (10.7.9) 

定理 10.7.5 (Hanner 不等式）设 /，p e L p (X ， /n )， 若 1 彡 p 彡2, 

我们有 

\f + 9\ p P + \f-9\ P P ^(\f\p + Mp) p + |l/lp - l5| P | P (10.7.10) 
和 


(l/+fi f lp + l/ - 9lp) P +il/+fflp-|/-5lpi P ^ 2 P (i/lp + i^ip)* 
若 2 < p < oc ， 则上述两个不等式改变方向后成立： 


(10.7.11) 
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1/ + 9\p + \f - 9\p ^ ( l/lp + \d\p) P + \\f\p - | p | p| P (10.7.10)’ 
和 

{\ f +9\ p +\ f ^9\ p ) 71 +\\ f +9\ p -\ f ^9\ p\ P ^ 2 p ( j /|^+| p | p . (10.7.11)’ 

证 当 |/! p = 0 或 | S | p = 0 时: Hanner 不等式显然 成立. 下面的 
讨论中永远假设 |/| p > 0且 | 3 ! P >0. 设 l < p <2, 由/和 3 在上述 
不等式中位置的对称性，不妨假设 |. 9 | p /|/| p ^ 1. 利用一元微分学中求 
极值的方法，我们得到 

sup a{r) [\f\ p dfi + (3(r) [ Ig'^dn =(|/| p + |ff| P ) p + ||/| P - |fif| P | P . 

o«i J •/ 」 

为了证明不等式 （10.7.10)， 只需证明如下 命题： 对于任何 r € 10, lj ， 我 
们有以下不等式 

J{\f + 9 \ p + 1/ — g \ P W > a ( r ) j \ f\^dfi + 0( r ) j \ g \^. (10.7.12) 

为了证明不等式 （10.7.12)， 只须 证明： 对于任何复数/ 和仏有 

l / + # + l /-#^ a ( r)|/r + /5( r )|#. 

而这恰是引理 10.7.1 的 （10.7.8). 若把 （10.7.10) 中的/和 g 分别换为 
/ + 9和/ 一 .9,不等式 (10.7.10) 就变成不等式 （10,7.11) 了. 

当 P > 2时，结论可相仿地推得. 

当 p = 2时， （10.7.10) 和 （10.7.11) 都成为等式.等式 (10.7.10) 常 
称为平行 四边形等式， 或称 Ptolemy 等式. 它们可以通过直接计算得 
到（请参看 10.7.6 小节中定理 10.7.10 之前的那段讨论). □ 

定理 10.7.6 (LP 范数的可微性定理） 设 { X y A ^.) 是个测度空 
间， l < p < ocJ , geL ^ 则定义在 R 上的函数 

f \f(x) + tg{x)\ p dn 

JX 

是可微的，且 

A "( 0 ) = ? / 1/㈤ l P-2 [7 ㈤5㈤ + /(x)3(x)]d/i. 
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注当 p > 1时，在/ = 0处，我们通常约定 \fr 2 f = 0. 作此 
约定后，有 i/r 2 /，i/r 2 7 e z/， 其中 i/ P +1/^ = 1. 

证因 


/ + tg\^ = [fj + t(fg + gj) + t 2 ggf\ 


1/ + tg'f 关于 t 可微，且 


☆ / + =lim = ^\fr 2 (fg + gj). 

t—-0 

剩下的问题是检验求积与求导（后者即求极限）能否交换次序.由: r H 
x” 的凸性，当|5| < 1时，我们有 


L/T 一 1/ 一心 


l / + ^ l p - l / l p 
6 


^\f + 9\ P ~\f\ P 


(例如， 1 / + 知 | p < (1 一 S)\f\P + S\f + #)• 再由 Lebesgue 控制收敛定 
理便得求积与求导交换次序的合理性. 口 

定理 10.7.7 (到闭凸集的投影定理）设 (X y A^) 是个测度空间， 
1 < p < oo, /I c U 是闭凸集 （ 一个线性空间的子集 K 称为凸集，若 

它满足条件: /, 5 gx => vA 6 [ o , i ]( a /+( i - a) 5 g k )), 又设 / e l ' 

则有一个 /i € 义使得 


1/ - ^\p 


剧 f 


9 


v 


且对于任何 s e 有 

況 / [( 9 -h)(f-h)]\f-hr 2 d,i^ 0 . 

Jx 


(10.7.13) 


(10.7.14) 


证我们只证明 p < 2的情形，留给同学解决 p > 2的情形.证 
明分为两步： 

(1) 先证明满足等式 (10.7.13) 的 /I e K 的存 在性： 我们主要的工 
具是 Hanner 不等式 (10.7.11). 不妨设/ = 0 (不然，可以把/换成0, 
K 换成 K - /) •设 {hj}^, C K 是一个序列，它使得 
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3 


lim |~| 




(10.7.15) 


现在，我们要 证明： { hj }^ 是一个 Cauchy 列.因为 ㈨ + h k )/2 € K , 
故|(~ + / iit )/2| p 彡 inf | g| p •另 一 方面，由 Minkowski 不等式得到 

g^K 

\( hj + h k )/ 2 \ p ^ (\ hj\ p + \ h k \ p )/ 2 . 注意到 (10.7.15), 便有 



(hj +h k )/2\ 




由 Hanner 不等式 （10.7.11)， 有 


(10.7.16) 


(|~+ 〜 | P +|" 广 /^) p + ||~ + /i fc | p -|/i 广 〜| P | P < 2'|/^ + |/! 以 ). 

上式右端，当乂 fc — oc 时,有极限 2 P +1 ( inf \ g \ p ) P . 假若当丄 fc — oo 时， 

\ hj - hk \ p 不趋于零，则有无限多个 ( j ， fc ) 及6〉0,使得 ( j ， fc ) —► ( oo , oo ), 
^ \hj - h k \ p 彡6,故 


2 M \ g\ p + b\ p + |2 mf |. 9 | p -6| p ^ 2 ^ +1 (mf 


由函数 : r 


2 ㈣ p + x 


的严格凸性（请同学自行证明)，必有& 


0. 这个矛盾证明了，当 j ， A ： — oo 时， - / ifc| p 必趋于零.换言之 ; 

是 Cauchy 列•因 P 完备， { hj }^ 收敛.又因 K 是闭凸集， 

lim "j = /i G K ， 且 |/ i| p = lim \hj\ v = inf \g\ p . 

j—oo J p j—oc" lp geK^ ]p 

(2) 最后我们证明 /i 满足 (10.7.14). 任意给定 g 6 K , 令 g t = 
( l-^h + tgeK . O ^ t ^ L 和前面讨论不一样，从现在开始不再假 


设 / = 0•令 7 V ⑷ = |/- 5 ,|^(inf |/- . 9 | p ) p ，而 AT ⑼:=|/ 

注意到 




\f ~9t\p = J \{f - h) + t{h - g)\ P dp, 

由定理 10.7.6 的最后一个等式 （这 里的 f ^ h ^ Uh - g 分别替代那里 
的 / 和 5)， （10.7.14) 得证. 口 

10.7.4 LP 的对偶空间 


映射 L : — C 称为线性泛函，假若 
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Va,6e CV/, g 6 L p (L{af + bg)= aL(f) + bL(g)). 


假若 L 又是连续的（相对于 P 的由范数确定的拓扑和 C 上的二维欧 
氏空间的拓扑)，则 L 称为连 续线性 泛函.假若有一个常数 X ，使得 


V/€L ， (/)K〜/| p ), 

则称 L 为有界线性泛函. 不难证明以下 两点： 

(i) 线性泛函在 P 上是连续的，当且仅当它在 0 点是连 续的； 

(ii) 线性泛函是连续的，当且仅当它是有界的. 

它们的证明留给同学了. 

上全体连续线性泛函也构成个线性空间，称为 P 的对 偶空间 
(老一点的文献中也常称为 共轭空间)， 并记做 ( UT 若在这个线性空 
间上以下法引进范数（同学可以看出，它就是算子范 数)： 


sup |L(/)|= sup |L(/)|/|/| P ), 

!/Ip = 1 I/Ip#0 

易见， ( LPy 上的范数也满足 10.7.1 小节中述及的 P 空间的范数 I • | p 
所具有的三条重要性质 （ i), (ii) 和 （ iii) (证明留给同学 了). 这样 ， (UT 
也成为一个度量空间，因而也是拓扑空间.下面的定理要给出一个十 
分重要的 结果： 的对偶空间 ( uy 的刻画. 

定理 10.7.8 ( F . Riesz 表示定理） 设 1 < p < oc ， 则 P 的对偶 
空间 ( L 吖与 U 之间有一个保范数的线性双射，其中 9 e ( l , oo ] 满足 
方程： 1/p + 1/g = 1 . 确切些说，每个连续线性泛函 L e ( L 1 都具有 
以下 形式： 有唯一的一个（依赖于 [的 € I '使得 

yge LP\L(g) = j v{x)g{x)d^\ . (10.7.17) 

当 P = 1 时（这时 g = 00)， 我们还要附加一个 假设： / x 相对于某个 7 T - 系 
是 a - 有限的.反之，无论 p 等于什么，即使 p = 1( 这时 g = oo )， 对于任 
何 v €厶、映射 

L p 3 g ㈠ L{g) = / v(x)g(x)dfi 

J X 
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必属于 （ L 〃 y ， 且 


I 厶 l(LP)， = \ v \q^ 


(10.7.18) 


证无何论 




r 


LP •• L(g) = 0} = L-^iO}). 显然， K 是 L p 中的闭凸集.事实上，是 
闭线性子空间（因 L 连续线性，线性子空间的原像是线性子空间，闭集 


的原像 闭). 若 L = 0, 取 t ; 三0便满足方程 （10.7.17) 和 （10.7.18) •设 
L # 0,有/ e P ， 使得 L{f) ^ 0. 由到闭凸集的投影定理(注 意： K 是 
线性子空间)， 

3/1 € KMk G k(r Iukdfi ^ oV 

其中 w = \f{x) - h(x)\ p ~ 2 [f(x) - h(x)]. 易见 ， u € L q . @ K 是线性子 


空间， ^-keK/ ikeK . 前者告诉我们 ， j ukdfi = Oj •后 

者又告诉我们 ， Wk e K^Jukdfi = 0^. 

设 M R 令 


9 i = 


L(g) 

L(f - h) 


[f 一 h). 





(注意 ： L (/ — h) = L(f) ^ 0, 上式有意义).显然 ，9 = 9 i + 92 - 易见， 
L(g x ) = L{g). L ( 52 ) = 0,即仍 € X . 根据前段讨论的结果， 

J ugdp = J ug 1 dii + J ug 2 dfi = j ugidfi = L(g)A } 

其中（再次提醒 注意： / _ A ：，" € 因而 L (/ -h) = L{f) / 0) 

f u(f ~ h)dfi 1 \ f - h\ p dfi 
L(f-h) = L(f-h) ^°- 

^Lv = u/A 满足条件 (10.7.17). 存在性证毕.若还有 weU 满足条件 
(10.7.17)，贝 IJ 


\/g e L P ^J 卜 (: r) - w{x)\g{x)dii 




0 


取 P =(以 一 — w \ q ^ 2 G L v 代入上式，便得 w ; = i ;， a , e .. 唯一性证 

毕. 
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因 f 

L { g ) = / v ( x ) g ( x ) dfi , (10.7.19) 

Jx 

由定理 10.7.2( H 61 de r 不等式及不等式中等号成立的充分必要条件)， 
(10.7.18) 证得. 

下面讨论 L 1 的对偶空间的表示问题.先考虑 fi ( X ) < 00 的情形. 
这时，由 Holder 不等式，有 p > r 彡1 => P C (请同学补出证明的 
细 节). 若 Le ( L 7, 由 Holder 不等式，对于它在彡 1) 上的限制 
(仍记做 L )， 有不 等式： 

(10.7.20) 


其中 C = | L |( L i )/. 当 p > 1时，有唯一的一个％ € 使得 V / e 

LP (^ L 、 f ) = jv p fd ^? j . 因 p > r > 1 => _ L P c [ r , 〜并不依赖于 p . 

今后记它为 且 Vr e ( l , cx )(?; G L r ). 

若 l / p + l/q = 1，以 / = \ v\ q ~ 2 v 代入不等式 （10.7.20)， 有 



\ v\ q dn ^ C < ji ( X ) Y ， 吹 j \ v \^ p d ^ j ，P 




C{n{X)) l ^\v\l 


1 


故 Vg < 00(14 彡 C ( fi ( X )) 1 ^). 我们要证明 W L 00 , 且 Moo (C 三 
\ L \( L ^ y - 假设 / i({x e X : | v ( x)I > C + £•}) = M > 0，贝 ij K 彡 
(C + ^ M 1 /、 当 9 充分大时, (C + e ) M l ^> C (/ i ( X ) 广. 这个矛盾证 


对任何 / e LP,p > h 有 L(f) = j v(x)f(x)dfi. 对任何 / e L 1 ， 

有 I v ( x 、 f ( x ) d/u < oc .令 
Jx 



若 1/( 工 )1 彡 k , 

若 \ f ( x )\ > k , 


则 Vp > 1 (A e V )，且当 A : — oc 时， I 九 - /|i — 0 和 | i；A - r/b 4 0. 

® r r 

1(/) = lim L ( f k ) - lim / vf k dfi = / vfd 卜 

k—oo k—ocj J 

易见,等式 (10.7.18) 是定理 10.7.2( H 61 der 不等式）的推论. 
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最后讨论 li 在 X 上相对于某 7T- 系 (7- 有限的 情形： 

oo 

j=l 

其中 Vj ( o < 〆 ') < 00)，且对一切 J •一 fc , 4 nXfc = 0. 我们有 

/ ⑷=史乃 ㈤ ， 

j=i 

其中 

fj{x) = l Xj {x)f{x), j = l ， 2，.". 

由前段讨论的结果，有％ e 使得 

L (fj) = / Vjfjdfi, J = l ， 2 , …， 

JXj 

l ^(/7 )l ^ [ |/ j | rf/i = C ； f \ fj\dfiy 

Jx JXj 

其中 C ) = | L |( l1 ㈣ '•故 = q . 今在 x 上,若 X e '(j = 

1，2, • • •)， 定义 咖 ) = Vj(x). 显然， 

L(J)= vfdfx = V / vjfjdfi. 

J X j=l Jx, 

易见，等式 (10.7.18) 是定理 10.7.2 (Holder 不等式）的推论. 口 

10.7.5 Radon-Nikodym 定理 

作为 F.Ricsz 表示定理的一个应用，下面我们介绍一个很有用的 

定理- Radon-Nikodym 定理.概率论中条件期望的概念就是建立在 

Radon-Nikodym 定理的基础上的.我们先复述一下绝对连续性的概念 
(参看定理 10.2.2 后的注1和注 2): 

设 / i 和^是定义在同一个心代数上的两个测度.测度// 
称为关于测度 M 是绝对连续的，假若对于任何 e 〉0,有一个5 > 0,使 

^ / \ 

VJ 5 G ^( //(£：) <5 => i /( E ) 

定理 10.7.9 (Radon-Nikodym 定理）设 / i 和 v 是定义在 o ■-代 

A C 2 X 上的两个有界测度（即满足条件 从 X ) < oo 和 iy { X ) < oc 
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的测度)，测度1/关于测度//是绝对连续的，当且仅当有一个 A 可积函 
数/，使得 

^AeA(u{A)= / fdfjLj. 

当测度〃关于测度 / i 是绝对连续时， //- 可积函数/如前所述，而3是 
X 上的诈可测的非负函数或可积的函数，则以下等式 成立： 

/ 9du= / gfdfi. 

Jx Jx 

证 “当”的部分已在定理 10.2.2 及其后的两个注中证明.下面 
证明“仅当”的部分.令 m 则^是4上定义的有界测度.考 

虑关于测度 w 的 Lebesgue 函数空间[ 2 = L 2 ( w ) 中的任何元素/，我 

傭 r r / _ 

J f du ^ J l/M^ ^ 1/bvMx )， 

其中最后一个不等式的推导用了 Schwarz 不等式（它是 Holder 不等式 
的特例).故泛函 卜 •• j fdiy 是 上的连续线性泛函.由 F.Ricsz 

表示定理，有 S el 2 ( m )， 使得 

J fdu = J fgdw. (10.7.21) 


记 B = { a : G X : g ( x ) ^ 0}, M 

0 < iy ( B ) = j dv = j gledzu < 0. 


这里的第一个不等式用了 i / 是测度这个事实，而最后的不等式用了在 
B ± g ^0 这个 事实. 由此， 在 B 上 9 = 0， a . e .( m ). 换言之，在入上 


g 》 0,a.e.(^c7). 

等式 (10.7.21) 可写成 


或 




fgd ^ 





(10.7.22) 


iS Bi = {x € X : g ( x ) 彡 1}， 以 / = 1 01 代入上式，便得 


§107 Lebesgue 函数空间 337 


/ (1 一 g ) du = / gdfi . 

Jbi Jb 1 

上式左端非正而右端非负，故等式两端必须都等于零.因此， ^) = 0. 
因 V 关于 / i 绝对连续（注 意： 整个证明过程中只在这儿用到了 关于 
fi 绝对连续的条件!)，= 0,因而 ^(5 x ) = 0. 

总结之， O^g < l,a.e.(^). 等式 （ 10.7.22) 对于任何/ 6 L 2 成立 • 
设/非负可测，记 /n = min(/ ， n )， 贝 (J 

J /n(l -g)dv = J fngdfi 

成立.让 n — 00 , 根据 Beppo Levi 单调收敛定理知，等式 （ 10.7.22) 对 
一切非负可测函数/成立.给了任何 A e A 以/ = 1.4(1 _ 9)- 1 代入 
等式 (10.7.22), 便得 


= f = [ — ^― d/i. 

J 9 

只要取 / = p/(l -g), Radon-Nikodym 定理的前半部分的结论得证.后 
半部分的结论，当 s 是 X 上的4-可测的非负函数时，可由引理 10.5.2 
得到. 9是 X 上的可积的函数时，则将 5 写成它的正部与负部之差 
便可得到. 口 

注在没有测度〃关于测度 m 是绝对连续的假设时，利用以上 
的证明方法，我们可以得到以下的 Lebesgue 分解 定理： 

设 / x 和〃是定义在 a - 代数乂 C 2%上的两个有界测度，则有一个 
iVe 4和"-可积函数/，使得 fi ( N ) = 0且 

V^l € ^4 y ^( A ) = J fd/i + i/(A 0 iV)) • 

它的证明细节，请同学参考其他关于测度与积分的书，例如丨 16 j . 

10.7.6 Hilbert 空间 

线性代数中的欧氏空间与酉空间具有一般的线性空间所没有的一 
个概念：内积.这个特殊概念使得欧氏空间与酉空间有了很强的结构， 
由此得到许多很好的结果.类似地，空间 L 2 ( f ,) 具有一般的空间 
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所不具有的这个特殊 概念： 内积.利用这个概念，空间 L 2 (/ x ) 有着许多 
漂亮的结果.这方面的全面讨论要留到泛函分析课程中去进行，我们这 
里只触及最初步的一些内容.为了明确起见，以后讨论中的 L 2 (/ i ) 约定 
为复数域上的 L 2 (/ x ). 作适当的改变，很容易把所讨论的结果搬到实数 
域上的 L 2 ( n ) 上去，就像酉空间的结果很容易搬到欧氏空间上去一样. 
设 e L 2 (/ x ), 则/和 p 的内积定义为 

(f ， g)L 2 = fg 如 • 

Jx 

由 Cauchy - Schwarz 不等式，上式右端积分存在且有限.易见，/ G 
的范数可用内积表示如下： 


1/| 2 = VUT)- 

不难检验，上述内积具有以下四条 性质： 对于任何 /， g，/i e 广和 
任何 A e C ， 有 

(1) (/ + _) = (/，") + _; 

(2) ( A /, ff ) = A (/ ?5 ); 

⑶ { aJ ) = 

(4) (/，/)>◦，且（/，/) = 0 ㈡ / = o . 

具有这四条性质的内积的线性空间的理论十分丰富多彩.因此 5 
我们引进抽象的 Hilbert 空间的概念： 

定义 10.7.2 (复）线性空间 V 称为内积空间，若有内积映射 

( v)v = (•，•）： V x V — C ， 且这个内积映射具有上述性质⑴，（2)， （3) 
和⑷. 

(复）内积空间 F 上可以引进范数 如下： 对于任何 feV , 

\fw = y/UJy 

不难检验，对于任何 /，s e L 2 和任何 A e C ， 有 


|A/|v = |A||JV; 

1 / + 9\v ^ \f\v + \g\v- 
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我们只检验第二条，比较容易检验的第一条留给同学自己去完成. 

若 5 = 0,第二个不等式当然成立.设 9 # 0.因 

0^|/ + \ g\y = (/ + Xg,f + Xg ) = (/，/) + 23 i [ X ( g , f )] + | A | 2 ( p ，9)， 

设（9, /) = e i 9 \{ g , /)|.取 A = e -^ r , 其中 r € R , 便有 

Vr € R (0 ^ (/，/) + 2 r |( 5> /)|+ r 2 { g , g )). 

故得 Cauchy-Schwarz 不等式： 

1(5,/)| 2 彡 （/，/)( S ，5). 

由 Cauchy - Schwarz 不等式，有 

1/ + 9 \v = (f + 9 J + 9) = (A /) + 2 況 [( 5 , /)] + ( 5 , §) 

<(/，/) + W ( fJ )(9^9) + (9,5) = ( l/|v + \ g \ v ) 2 - 

第二个不等式证毕. 

在证明过程中获得的 Cauchy - Schwarz 不等式|(5,/)| 2 ^ (/,/)(<?,5) 
告诉我们内积映射 (^)： VxV ^ C 是连续的.这只是以下不等式的 
推论： 

1(/，5) - (/ i ，9 i)l = 1(/，5) - (/ i ， P ) + (/ i ，5) - (/ i ，5 i)l 

彡 1(/ 一 / i，flOI + l (/ i，ff — 5 i)l 彡 1/ - / lll^l + l/ills - 3 i |- 
将以上讨论总结成以下 定义： 

定义 101. 3 (复）内积空间 V 上可以引进范数 如下： 对于任何 

lev , 

\ f \ v - VUJI 

有了范数，可以引进距离使之成为度量 空间： 对于任何 f . gev , 

p ( f ， g ) = \ f -9\ v - 

(同学自行检验，这个距离满足定义 7.3.1 中的条件 （ i )， ⑻和 （ iii ).) 若 
( V , p ) 是完备度量空间，则称（复）内积空间 K 为（复） Hilbert 空间 • 
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■空间和空间 L 2 (/ i ) 都是 Hilbert 空间.文献上一般考虑的 Hilbert 
空间常是无限维的 .（ 复） Hilbert 空间在微分方程、函数论和概率论中 
是十分有用的工具.更重要的是，量子物理中的状态是用（复） Hilbert 
空间的向量表示的，而量子物理中的可观察量的数学表示是（复） Hilbert 
空间上的自伴算子（有限阶 Hermite 矩阵的推广).因此，当今物理 
系的本科生都熟悉（复） Hilbert 空间及其上的自伴算子的基本理论. 

有了内积的概念，便可引进正交的 概念： Hilbert 空间//中的两个 
向量/和 s 称为正交的，记做/丄5,假若 (/. g ) = 0. 不难证明，当 
/丄 5 时，有勾股弦 定理： |/ + S | 2 // = |/& + | sll ( 同学自行证明).对于 
一般的 f，g 6 还有平 行四边形公式 (中学平面几何中的 Ptolemy 定 
理)： 

1/ + 9\]{ + 1/ - 9\]{ = 2 (1/1?/ + \s\ 2 h)- 
它的证明只是以下的简单 计算： 

\I + 9\h + \f -9 \h =(f + 9,f + 9) + (f - 9, f - 9) 

=(/，/) + (/，5) + (5，/)+ (5,5)+ (/，/) 

一 (/，0) - (3，/) + ( S ，5) 

= 2 (|/|^ + \g\ 2 H ). 

应该指出的是，这个平行四边形公式在形式上恰是 Hanner 不等式 
(10.7.10) 变成等式的特殊情形，换言之，它是 L 2 中的 Hanner 不等 
式.因此，在前几个小节中通过 Hanner 不等式推得的结果在 Hilbert 
空间中都是成立的.特别，定理10.7.7(到闭凸集的投影定理)在 Hilbert 
空间中也成立.由于它的重要性，我们愿意将它重述 如下： 

定理 10.7,10 (到闭凸集的投影定理） 设好是 Hilbert 空间， 
KCH 是闭凸集， f ^ H \ K , 则有一个 heK ， 使得 

\f-h\ H = inf 1/ 

g^K 

且对于任何 g G K ， 有 


^(g 一 h，f - 0 , 
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推论 10.7.1 设//是 Hilbert 空间 ， K C H 是闭凸集，则定理 
10.7.10( 到闭凸集的投影定理）中的/和/ 1 还满足不等式 

证 这是因为 

1 (/ 一 5 ，/ 一办 ）1 = 1 (/ - h, f - h) + (h - g，f - h)l 

= | 1 / - ^\h ~ (9 ~ f - h)\ 

^ \ f ~ ^\h ~ ^(9 - h，f - h) 

^ 1/ _ h \ 2 H . 

这里，最后的不等式用了定理 10.7.10 结论中的不 等式： 

況 (y — / i ，/ 一⑴彡 0. □ 


推论 10.7.2 若 G 是 Hilbert 空间//的闭线性子空间，令 


0丄={/€//:外60((/,5) = 0)}， 


则 0 是闭线性子空间，且 i / 是 G 和 Gi 的直 接和： 对于任何 feH , 
有唯一确定的 5 e G 和 /I € G 丄，使得/ = 0 + / i . G 丄称为 G 在//中 
的正交补， g 称为 f 在 G 上的正交投影. 

证 因内积映射 (丫 ） ： HxU — C 是连续的， G L 是闭子空间. 
GnG 1 ={ 0 } 也是显然的.剩下只须 证明： 对于任何/ G W 5 € G 
和九 e ■，使得/ = 5 + / i . 不妨设/《 G , 由定理 10.7.10, 有 geG , 
使得 

ykeC(^(k-gJ-g)^0). 


ES 


k 跑遍线性子空间 G ， 而故跑遍线性子空间 G . 又因 


fc G G ： =^ —fc G G % fc G G v ik G G , 

故有 

Vfc € G ( JR(k — g,f — g ) ^ 0) 

==> Vfc E G (5?( fc , / - 3 ) 彡 0) 
=^ VfcGG (( A ;,/- 5 ) = 0 ). 
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= 便有 / = 5 + /i 且丄. □ 

推论 10.7.3 设 //是 Hilbert 空间 ， e € //，且 | e |// = 1. 由 e 生 
成的线性子空间记做 G = {Ae : A G C }, 则丑中的元素/在 G 上的 
正交投影是（/， e ) e , 换言之，|/ 一 (/， e ) e\ H = min \ f - g \ H - 

证设 ( e ，/) = e ，，/)| 和 A = e ，，有 

1/ -地 = ( f - XeJ - Xe ) = \ f \ 2 H - 2 況 ( A ( e , /)) + |入| 2 

欲使上式达到最小，必须 e *( ㈣ )=1且 | A | = |( e ，/)| •故 


i 0 | A | 


= e 


!(^/)l = (/')• 


定理 10.7.11 设丑是 Hilbert 空间，€ J ) 是//的一族互 


相正交的闭线性子空间，即 


yfeG^geGjii^j 


(/，5) = 0). 


记 


G 丄 


geH ：\fhe 


UG i ((/i, 5 ) = 0)}, 

iGl 」 


则对每个 feH , 有以下分解表 示式: 


E/i +仏 


(10.7.23) 


iei 


其中 /i eGugeG 1 , 而且这样的表示式是唯一确定的.等式 (10.7.23) 
右端的级数是绝对收敛的，它的确切涵义是：对于任何 e 〉0,有 J 的 
一个有限子集使得任何满足条件 hC JCI 的有限集 J ， 必有 




< C. 


t€J 


另外，我们还有以下的勾股弦 定理: 


I/I// = ^ \fi\ 2 H + Isl//* 


(10.7.24) 


iei 


特别， 0} 是至多可数集. 
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证 


给定了 / e 丑，由推论 10.7.2, Vi e 13 fi € Gi(f — he G +). 

八 I 八 \ -t L -T- /-f- /—mu T ，• 


因 Vj _ i{Gr D Gjl 对于任何有限集 J Cl , 

Vz € J ^gj 三 / 一 ^ fj 6 Gf ) • 


由此，以下的 Bessel 不等式 成立: 


I/If/ 


\fj\ 2 H + \9j\ 2 h ^ 

jeJ jeJ 


所以 E \ fj\l < l/IL 因此， { iei ： fi ^ o } 是至多可数集，且 f = 

jeJ 

Zh 存在（因右端级数之部分和是 Cauchy 列，请同学补出这个论断 
g 证明细 节). 记 g = f — F , 对于任何 iel ， 有 


因此 5 € Gi . 特別， g 丄 f \ 任何分解 （10.7.23) 必满足等式 （10.7.24). 
由此易得分解的唯一性. 口 

注 YJi 是 f 在包含所有 G # e J ) 的最小闭线性子空间上的 

i€l 

投影. 因而，对于一切 ft € Gi(i € /)，有 

f ~Y1^ ^ f 

iei H iei H 

(请同学补出这个注解中的每个论断的证明). 

定理 10.7.12 设//是可分的 Hilbert 空间，则//有（有限或可 
数个）向量列 Cl , e 2 ，…，它满足以下条件： 

( e j ^ e k ) = 



KH 中任何向量/均可写成以下 形式： 

OC 

f = e j ) e j . 


(10.7.26) 
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右端级数是指在丹中的强收敛意义下的极限，即 



f ^k)e k 

k=l h 



这时还有 ^ 

j=i 

注满足条件 (10.7.25) 的向量列 enQ，. ••称为//的一个正交 
规范向量组.若好中任何向量/均可写成 (10.7.26) 形式，则这组正 
交规范向量组称为丑的一组正交规范基. 

证设 yuV 2, …是 H 中的稠密的可数点集，它的有限线性组合 
的全体是//中的稠密集.把所有能被 ym 线性表示的 y n 抛弃， 
我们得到一组与 y u y 2 , … 等价的线性无关的可数向量集…，它 
的有限线性组合的全体也是//中的稠密集.用线性代数屮的 Gram- 
Schmidt 正交化方法便可得到正交规 范基： 


ei - zi/ zi\ H , 


对于 J) 2, 

j-i 

ej = Zj /\ Zj \ n , 其中 2}= 勺 - ⑷， e^). 

k=l 

可数向量集 ei,e 2? ... 的有限线性组合的全体也是 F 中的稠密集.故 
( f , ej )=0 (j = 1，2,…）时，必有 / = 0. 由推论 10.7.3 和定理 10.7.11 
便得所要的结论. 口 

推论 10.7.4 设//是 Hilbert 空间， e# G J ) 是 H 的一组正交 
规范向量.记 

则每个/€//有以下表示式： 

/ =砂，心 + 夕， (10.7.27) 

iei 
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其中 5 e 而且这样的表示式是唯一确定的.以上级数按下述意义 

说是绝对收 敛的： 对于任何 e > 0,有 J 的一个有限子集使得任何 
满足条件 I £ c J cl 的有限集*/，必有 


/ 一 e i) e i ~ 9 

ieJ 


< e . 

H 


另外，我们还有 

M = J2\(f,ei)\ 2 + \g\ 2 H , 

iei 

特别， 

’ (10.7.28) 

iei 

因此， E |(/， Ml 2 < 00,故 {i e 厂 (/， ei ) # 0} 是至多可数集 • 

iei 

证这是推论 10.7.3 和定理 10.7.11 的推论. □ 

注不等式 (10.7.28) 称为 Bessel 不等式. 

下面是三个最常见的正交规范基的例子. 

例 10.7.1 设 L e (0,00) 和 a € R ， 则函数列 


广 1/2 


exp 


2 丌 _ a) 

L 


n G Z 


在 L 2 ([ a,a + L ), m ; C ) 中是一组正交规范基，其中 m 表不左闭右开区 
间 [ a,a + L ) 上的 Lebesgue 测度.由 §6.9 的第12题的 （ viii )， 便得这个 
函数列的正交规范性.这个函数列构成 L 2 ( m , [ a,a + L ); C ) 中的一组 
基，换言之，它的元素的有限线性组合在 L 2 ( m ,[ a,a + L ); C ) 中稠密. 
这个稠密性的证明用到 Weierstrass 的闭区间上的周期连续函数可由 
三角多项式一致逼近的定理，细节可参看 §10.10 的第13题的 （ ix ). 
因此，对于任何/ e L 2 ([ a , a + L )， m ; C )， 有 



a n exp 



2? rin(x - a ) 
L 




(10.7.29) 


其中 


a 


L 一 " 2 



a+L 


/exp 


-27rin(x - a) 

L 


dx ，n = 0, 1，2, • 


« 

參 


(10.7.30) 
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等式 (10.7.29) 中的等号是指 L 2 意义下的等号，即右端的级数的收敛 
是指空间 L 2 中的强收敛.等式 （ 10.7.30) 称为 Fourier 系数公式.等式 
(10.7.29) 中右端的级数称为/的 Fourier 级数.我们只证明了 / 6 L 2 
的 Fourier 级数在 L 2 空间中强收敛于 /. 至于 Fourier 级数在通常意 
义下的收敛性，即逐点收敛性或几乎处处收敛性的严格研究是由 19 世 
纪德国 Gottingen 学派的数学家 Dirichlet 和 Riemann 等开始的.在 
20 世纪的 30 年代，苏联数学家 Kolmogorov 举出了 一 个 L 1 中的函数 
/的 Fourier 级数处处不收敛于/的例 . 20 世纪 60 年代，瑞典数学 
家 Carlcson 证明了：任何函数/ € L p (p > 1) 的 Fourier 级数总是几 
乎处处收敛于/的.本讲义不去讨论这些太复杂的问题了.在下一章 
的课文和习题中，我们将讨论一些较粗浅的关于逐点收敛的充分必要 
条件 • 

例 10.7.2 由 §6.10 的第 11 题的 （ vi) 和 （ vii )， y /{2 n + l )/2 倍 
的 n 次 Legendre 多项式 


2n + 1 


2 


X n (x) 




/2 n+l 1 d n { x 2 - l) n 

V 2 2 n - n \ 


n = 0,1 ， 2, ••• 

(10.7.31) 


构成 L 2 ([- l ? l ]) 中的一组正交规范函数. 由于忍 恰是 n 次 Legendre 
多项式， l ，: r ，: r 2 ，.", x n 与…，可互相线性表示，所 
以,任何多项式均可由 Legendre 多项式线性表示.由 Weierstrass 的闭 
区间上的连续函数可由多项式一致逼近的定理， （10.7.31) 是 ^([- l . l ]) 
中的一组正交规范基.任何/ € L 2 ([- l , l ]) 可写成 


/(x) = 〉: 


其中 


+ 1 
2 



f ( x ) X n ( x)dx 


0 , 1 , 2 , 


例 10.7.3 在直线 R 上引进测度 


fi ( dx ) = e ~ x 2 dx . 


由 §6.10 的第30题的 （ iii), >/l/(2 ri n! v /7r) 倍的 n 次 Hermite 多项式 
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/ 1 ” 、 / 1 f 、” ji d n e~ x2 

⑻叫 e 打： 0 ， 1 ， 2 ，… 

(10.7.32) 

构成 L 2 (/ i ) 中的一组正交规范函数.在下一章中，我们将证明它是一 
组正交规范基. 

任何/ € L 2 (//) 可写成 

0O 

f ( x ) = ( L n H n { x \ 

n=0 

其中 

an ^¥k^S-J {x)Hn[xW 

= 2 nn \ y /^ S f ( x ) H n { x ) e ~ x 2 dx , n = 0,1，2,… • 

10.7.7 关于微积分学基本定理 


本节要在 Lebesgue 积分的框架内讨论微积分学基本定理.换言 
之，我们要讨论由 Newton - Leibniz 公式表现出来的求导运算与积分运 
算之间的互逆关系.为了方便，我们只在直线（一维欧氏空间）上讨论， 
高维欧氏空间上的讨论将牵涉到 Vitali 覆盖定理等工具，有兴趣的同 
学可以参考其他书籍（例如， [8] 或 [16]). 

除非作出相反的申明，本节中考虑的测度和积分分别是直线（一 
维欧氏空间）上的 Lebesgue 测度和 Lebesgue 积分. 因此，本节中的 
L 1 = L 1 ( R , m ). 

我们想证明的是以下的结果，它可以粗略地理 解为： 对一切 
Lebesgue 可积函数， Newton - Leibniz 公式是几乎处处成 立的. 在第6 
章中建立的 Newton - Leibniz 公式只对连续函数成立，但它是处处成立 
的.确切地说，我们要 证明： 

假设/ e L 1 , 则对于几乎一切 x e R 和任何 e > 0,有 J = 
S ( x , s ) > 0,使得一切 a ,6 E R , a<x <b Rb - a <5, 便有 





|/(*) 一 f{x)\dt < e. 


(10.7.33) 
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(2) lim sup 


a —• X 


o b — (l 



b 


\9{i) ~ 9{^)\dt ^ £：; 


a 


6 — a ：+0 

⑶ \ g { x )~ f ( x )\ 


则必有 lim sup 


推论: 


a— 


b —r + O 


JT 1 

-o 0 — CL 



1/(0 - f { x)\dt ^ 3 e . 而这是以下不等式的 


a 


6 — a 



b 


1/ ⑺- /( 工 )1 汾 




b 



a 

b 



a 



b 


1/(0 - 9 ( t )\ dt + \ g { t )- g ( x)\dt 


\ f ( x )- g { x)\dt 


b 


a 



a 



b 


\ f ( t )- g { t )\ dt + / \ g { t ) - g { x)\dt 


+ 1/ ㈤ -咖 ) i . 

推论 10.7.5 对于任何 e > () 和任何/ G L 1 以及 5 e 仏有 


m 




(△(/»)< m *({ xeR : M ( f - g )( x ) > e })+ l -\ f - g \ 1 . 


证由引理10.7.2,有 


m* (△(/») ({xeR: M(f^ g )>e})+m^ {A(g^)) 

+ m({xe R : \ g ( x ) - f ( x )\ > e }) 

^{{ xeR : M ( f - g )> s })+ 1 -\ f ^ g \ l . 


在最后的不等式的推导中，我们用了以下两个 事实： 

(1) g eG ( A ( g , e )) = 0; 

(2) Chebyshev 不等式（参看 §10.9 第 1 题的 ( ix ))： 

m ({ l .9 (W - f { x )\ > e }) ^ I ’?' □ 

推论 10.7.6 对于任何 e > 0 和任何 / e L 1 ， 若有 g n eG , 使得 

1/ 一 .9n|i — 0, 则 


m *( A ( f ,3 e )) ^ lim inf m 241 ({x e R : M(f - g n ) > e }). 

n—^oc v / 
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证由推论 10.7.5 得到. □ 

下面我们要讨论 Hardy - Littlewood 极大函数的一些初等性质，顺 
便引进 Hardy - Littlewood 单边极大函数的 概念. 

命题 10.7.1 Hardy - Littlewood 极大函数 M / 是可测函数. 

证由定义 10.7.4, 易见 Hardy - Littlewood 极大函数的以下表示 

式： 

Mf { x ) = 

式中右端的 sup 表示对一切满足条件 c <0< d 的 c 及 d 求上确界. 

c<0<d 

注 意到： 对于任何 a : <2/，有 


sup 

c<0<d 


d 一 c 



\ f(x + t)\dt 


d 


c 





\ f(x + t )\ dt - 


c 


d 


c 



\ f{y + t)\dt 


c 


d — c 



\ f { t)\dt 


x+c,y+cjU[x+d,y+d] 


和积分的绝对连续性（参看定理 10.2.2 及其后的两个注)，我们 有：映 
射 , 


R 3 x 


d — c 



: f(x + t)\dt e R 


c 


是一致连续的.对于任何 a G R ， 集合 


x : Mf ( x ) > a } = [J ^ x : 

c<0<d 


d c 



d 


\ f{x + t)\dt > a 


c 


是开集.这样，命题 10.7.1 得证. □ 

下面我们要引进 Hardy - Littlewood 单边极大函数的定义. 

定义 10.7.5 对 一 切 / G L 1 , / 的两个 Hardy-Littlewood 单 
边极大函数定义为 ' 

1 rx-bh 1 rx 

M + /( x ) = sup - / 1/⑷|汾和 M _/( x ) = sup - / \ f { t )\ dt . 

h >0 ^ Jx h >0 ^ Jx-h 

命题 10.7.2 对于一切 f e L l 和一切 x ^ R , 我们有 

Mf ( x ) = max ( M + /( x ), A /_/( x )). 


证对任何 > 0,因 
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故 


同理 


所以 


h 





.7(01^ = lim 


X 


ic—oh — k 



x+h 




X + fc 


M+(/K M (/). 



- (/ KM (/). 


max (M 十 /(:r) ， M _/ ⑻） < M [ f ) 


(10.7.37) 


另一方面,对于任何 h > Q > k ， 


h-k 





x+k 


mm 


印糾 1 娜 1 



^ Jx+k ^ - ^ Jx 

—k 1 f x U 1 rx+h 

—^ u mdt+ —^L m)ldt 

K L 


彡 max (M+ /(x )， M - f ( x )) 


由此,得到 

max (M+/(:r) ， M_/(x)) ^ M(/). (10.7.38) 

将 （ 10.7.37) 和 （ 10.7.38) 结合起来，便得命题的结论. 口 

命题 10.7.3 对一切 f € I ?，有 = M +/ (- x ), 其中 

f ( t ) = 

该命题显然. 

以下的日出引理已经在习题中遇到过.因下面要用到它，我们复述 
如下： 

引理 10.7.3 (日出引理） 设函数 — R 是连续函数，并且 
lim 厂(0：)=干00，厂的阴影集记为 

0 ： — 土 OO 

G = {x eR :3 y > x ( F ( y ) > F ( x ))}, 

则 G 是开集，它的任何连通成分都是有界开区间 （ a ， 奶 ，且 F(a) ^ 

m . 
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证在 §4.5 的第8题⑴中已证明了 G 是开集.在 §7.9 的第25 
题中已证明 C 的连通成分都是开区间.因1# F(x) = 干 oo, 这些开 
区间必有界.又在 §4.5 的第8题 （ iv ) 中已证明了 F ( a )^ F (/?). □ 

命题 10.7.4 对一切/ e L、x € R 和£： > 0,构造函数 

F £ (x)= f X \f(t)\dt-ex : (10.7.39) 

J —oo 

则 jp e 是连续函数，且 lim = 干 oo, 而它的阴影集 

: r— 士 oo 

Gg ： = {x G R ： 3j/ > x(F e (y) > F e (x ))} = {x G R : M + /(x) > e}. 

(10.7.40) 

证论断是连续函数、且 lim F £ (x) = 干 oc” 是显然的.而 

x-^±oo 

(10.7.40) 是由以下推演得 到的： 对于任何 y>x, 

F e {y) > F e {x) <=^ f \f(t)\dt-ey> j \f{t)\dt-ex 

%/ — oo J — OO 

<=> 「 \m\dt>e. □ 

y - 工 Jx 

命题 10.7.5 对一切 / e € R 和 e > 0, 集合 {x : 
M^f(x) > e} 是有限个或可数个两两不相交的有界开区间 之并： 

{x e R : M + /(x) > £：} = [J( a 几真 ) ， (10.7.41) 

n 

而且 

m({x e R : M + /(x) > e }) = ^(/? n - a n ) < -|/|i. (10.7.42) 

n 

证由命题 10.7.4, 集合 {x € R : M + f ( x ) > 0 是 F £ { x ) 的阴影 
集.再由日出引理，集合 {x G R : M + /( x ) > e } 是有限个或可数个两 
两不相交的有界开区间之并： 

{x 6 R ： M+/(X) > £：} = [J(a n ,/?n), 
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0彡 F € ( p n ) - F e ( a n ) - J \ f ( t )\ dt -£( P n - a n ). 

(10.7.42) 由此得证. □ 

以下的定理将证明 • 个重要的不等式，称为 Hardy-Littlewood 极 
大不等式，它是本节讨论中的主要结果. 

定理 10.7.13 ( Hardy-Littlewood 极大不等式）对 一 切 / e 

L 1 ，；!： e R 和 £ > 0 ,有 

m({xen ： Mf ( x ) > e}) ^ -|/|i. (10.7.43) 

证因 M 一 /(x) = M+/ (-: r) (命题 10.7.3 )， 由 (10.7,42 )， 我们有 

m ({ xGR : Al - f { x ) > e }) ^ (10.7.44) 

由命题 10.7.2 和 （ 10.7.42) 与 (10.7.44), 我们便得到 (10.7.43). □ 

推论 10.7.7 g 在 L 1 中闭. 

证由推论 10.7.6 和 Hardy-Littlewood 极大不等式，若函数列 
dneg ^ feL 1 m |/-^ li - o , 我们有 

m* (A(/, 3s)) ^ liminfm*({M(/- 5 n ) > e}) ^ Uminf ^\f - g n \i = 0. 

故 /ef G 在 L 1 中闭. 口 

至此，我们已完成了证明 “Newton-Leibniz 公式几乎处处成立”的 

路线图，换言之，我们已经证明了以下的定理，它被称为 Lebesgue 微分 
定理. 


定理 10.7.14 (Lebesgue 微分定理）对一切 / € L 1 ,(10.7.33) 
成立. 特别，对于几乎一切 x e R , 有 


lim 

a —— 0 
6— ♦x+O 




f [ t)dt = f ( x ). 


(10.7.45) 


§10.8 二次微分形式的面积分 

10.8.1 一 次微分形式的外微分 

设 G 是 R " 中的开集，函数/ : G 4 RM (或称为零次微分形式) 
的微分是看成函数/从点 p 到点 p + / iv 的增量 /(p + ㈣ -/( p ) 关 
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于 / iv 的最佳线性近似（或称一次近 似)： 

/(p + ftv ) - /( p ) = hdf p [ y ] + o ( h ) = df p [ hv ] + 

其中 d / P 表示一个从 R n 到 R m 的线性映射，而 o (/0 是一个当 h — 0 
时比更快地趋于零的变量，或称比/ I 更高阶的无穷小（参看定义 
5.1.2). 

本节要把上述零次微分形式的微分（常称为外微分）概念推广到 
一次微分形式上去•在第15和第16章中，我们还要把它推广到流形 

的高次微分形式上去. 

= fdx + gdy 是平面上的一个一次微分形式， P 是给定的一 
个点， [ v , w ] 是两个向量 V 和 W 组成的有（先后次）序的向量对.构造 
定向的平行四边形周边 P ( h ， k ) 如下： 平行四边形的四个顶点依次是 
p , p + / iv , p + ftv + fcw，p + / cw . 平行四边形周边 p ( h ， k ) 的定向如此 

定义： 从这四个点中的第一个点 P 出发，沿着向量 / iv 的方向前进到 
达 p + /^，再从第二个点 p + hv 出发，沿着向量 fcw 的方向前进到达 
p + /iv 4* fcw ， 又从第三个点 p + /iv + /cw 出发，沿着向量 — hv 的方向 
前进到达 p + A : w , 最后从第三个点 p + fcw 出发，沿着向量 - fcw 的方 
向回到第一个点 p . 由 p 点与有序向量对 [/ tv , fcw ] 所确定的定向平行 
四边形的周边记为(为了使记号不要太累赘， P 点不在定向平行 
四边形周边记号 P ( h ， k ) 中标出).一次微分形式 t 的 外微分 dr 则由 

下式 定义： 

f r = hkdr p [\, w ] + o ( hk ), (10.8.1) 

J P ( h ， k ) 

其中， dT p 是个双线性函数，也称双线性形式，而 0( hk ) 是这样一个变 
量，当 ( h y k ) ^ (0,0)时，它是比 Wc 更高阶的无穷小 . dTp 是二 次微分 
形式 dr 在 p 处的值，这个值本身是个双线性形式.而 rfr p [ v , w ] 是双线 
性形式 dr p 作用在有序向量对 [ v , w ] 上的值（有时也记做 c / r p ( v , w )). 
为了得到一次微分形式的外微分 dTp 的具体表达式，我们假设 T = 
fdx + gdy 的系数/和 g 是二次连续可微的.为了方便,先对以下的形 
式较简单的一次微分形式求外 微分： 
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r = fdx. 


其中/是二次连续可微的.等式 （10.8.1) 的左端是在平行四边形的四 
条边上求积分.为了在第一条边 [ p，p + / iv ] (它代表由点 p 到点 p + /iv 
的定向联线）上求积分.代表第一条边的映射是 [0,1] 3 ^p + ^ v , 
它的分量表示是 


[0,1] 3 t 


y(f) 


Pi + thv\ 
P2 + thv 2 


注意到 


dx 


a 


a 


和 §8.7 中夹在公式 （8.7.12) 与 （8.7.13) 之间的那段讨论,我们有 



p ， p+/ivj 




fdx 

[p ， p+/iv 】 

1 

/(p + thw)x (t)dt 


0 



1 





0 


= 1 /(p + th\)hv\dt 

o 

1 r i 

/(p + thv)dx[hv]dt = hdx[v\ / /(p + thv)dt 

Jo 


同理，在第三条边 [p + /iv + Arw，p + / cw ] 上的积分值是 

/ t = -hdx[v] f /(p + kw + thv)dt. 

J [p+/iv+/cw ， p+A:wj Jo 

两项相加，得到 T 在第一条和第三条上的积分和是 




t + / r 

+/ivj J [p-f/iv+fcw.p-ffcw] 

1 



-hdx[v] j [f(p + fcw + thv) - /(p + thv)]dt. 


利用 Taylor 公式，上式右端积分中的被积函数可写成 

/(p + fcw + thv) - /(p + thv) = df {p ^ thyr) [kw] + 0( fc 2 ). 

将其代入上式,便得平行四边形的第一条和第三条边上积分值之和是 
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/ 丁 =hk -rfx[v] [ df {p+thv) [w]dt + dx[w] [ d / (p + 认 w) [vjcft 

Jp ( h } k ) L Jo Jo 

+ 0{h 2 k) + 0{hk 2 ). 

=/ifc(d/p[v]dx[w] — d/ p [w]dx[v]) + 0{h 2 k) + 0(hk 2 ). 

根据 （10.8.1)， 我们有作为双线性形式的 dr p 的表 示式： 

^ t p[v, w] = d/ p [v]dx[w] - df p [w]dx[v}. (10.8.2) 

由 （10.8.2) 可知 7 扣是个反对称的双线性函数，即它具有以下 性质： 

dr[v,w] = —dr[w, v . 

为了表达式更简练，也为了便于推广到高次微分形式上去，我们引进两 
个 1- 形式的外积(或称模积，英语为 wedge product ) 的概念：设 o •和 
入是两个 1- 形式， v 和 w 是两个向量，则 tr 和 A 的外积定义为 

{cr A A)[v, w] = <t[v]A[w] - (T [w '： A[v]. (10.8.3) 

利用外积的概念， 1- 形式的外微分公式 (10.8.2) 可以 写成： 

d(fdx) = df A dx. (10.8.4) 

易见，外积具 有反交 换性： 

tr 八 A = —A 八 <r. (10.8.5) 

特别 ， (T A tr = -a A a = 0. 外积与加法之间有两个分 配律： 

cr A (A + r) = a A \ + a At, (10.8.6)i 

( 入 + t ) 八 a = + (10.8.6)2 

1- 形式 gdy 的外微分可用同样的方法 得到： 

d(gdy) — dg A dy. (10.8.7) 

把两个公式 （ 10.8.4) 和 (10.8.7) 相加， 
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d(fdx + gdy) = df Adx + dg A dy. (10.8.8) 


因 




df 」 df J 」 


x 办， 

ox ay 


注意到 cte A dx = dy A dy = O^dx A dy = -dy A dx^ 我们有 


d(fdx + gdy) =( 髮 d 


x + ^r-dy 


dy 


Adx + 


dx + ^-dy^ A dy 


dx 


dy 


dg_ 

dx 



dx A dy. 


(10.8.9) 


假若 




则由 （10.8.9)， 有 

dr = d(df) 


df ^^ dx+ d My, 

ox dy 




d 2 f d 2 f 

dydx dxdy 


dx A dy = 0 


( 10 . 8 . 10 ) 


1- 形式 m 称为怡当的，若有 0- 形式，也即连续可微函数 A 使得 
zu = d ^ p . 1- 形式 to 称为闭的，若 dtu = 0. (10.8.10) 告诉我们， 恰当形 
式必闭.换言之， d(dip) = 0. 简言之， 

d 2 = 0. 


这个公式是说,外微分算子的平方等于零算子.稍后，这个公式将被推 
广到更一般的微分形式上去. 

设/和 T 分别是 0- 形式和 1- 形式，我们要证明以下公式成立： 

d(fr) = df /\r + fdr. (10.8.11) 


证设 


则 


t = gdx + hdy. 


d(fr) = d(fgdx + fhdy) = d(fg) Adx + d(fh) A dy 


=gdf Adx + fdg Adx + hdf A dy + fdh A dy 


= d / A (gdx + hdy) + f(dg Adx + dh A dy) 


=df At + fdr. 




§10.8 二次微分形式的面积分 359 


10 . 8.2 二次微分形式和平面的定向 

我们已经从等式 （10.8.9) 中看到，（平面上的） 1- 形式的外微分具 
有以下 形状： 

^( p ) = Fdx A dy = F ( x , y)dx A dy : (10.8.12) 

其中 P = ( x , y ).(10.8.12) 中的表示式是 dxAdy 的某个函数（即依赖于 
( x , y ) 的数）的倍数.我们把形如 （10.8.12) 的表示式称为二次微分形 
式，简称做2 - 形式. 2-形式是个双线性函数.首先讨论函数 F ( x , y ) = 1 
的2-形式 dxAdy 的涵义，即它是什么样的双线性函数.记 

雩 1 「 ■ 

1 0 

e i = , ©2 = • 

0 1 

讀 j ■ 

由 (10.8.3), 我们有 

dx A dy [ ei , e 2 ] = dx [ ei ] dy [ e 2 ] - dx [ e2 ] dy [ ei ) = 1-0 = 1. (10.8.13) 

类似地，我们有 

dx A dy [ e u e x ] = 0 ,dx A dy [ e 2) ei ] = 一 l，cte A dy [ e 2 , e 2 ] = 0. (10.8.14) 
设 

_ ■ 

, a b 

， ， 

c d 

■ _ 

M v = Aei = ae x + ce 2 , w - Ae 2 = 6 ei + de 2 , 则我们有 
dx A dy[v, w ] = dx[v}dy[w] - dx[W\dy[w] = ad - be = detA. (10.8.15) 

对于 (10.8.12) 中的一般的 2 -形式 a ( p ), 有 

< r ( p )[ v , w ] = F ( p ) det ^ l . (10.8.16) 

(10.8.13) 和 (10.8.14) 告诉我们， dxAdy 在向景序对 [〜 ej ] 上 
的值表示这个向量序对所张成的定向 平行四 边形的带符号的面积.向 
量序对 [ e !, e 2 ] 张成的定向平行四边形是正定向的平行四边形（在这 
里，事实上是正定向的正方形)，它的带符号的面积等于 1. 而向量序 
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对 [02^：] 张成的定向平行四边形是负定向的平行四边形（在这里，事 
实上是负定向的正方形)，它的带符号的面积等于（-1)_由向量序对 
[ ei , ei ] 或向量序对 [ e 2 , e 2 ] 张成的定向平行四边形是退化为—根直线 
段的平行四边形，它们的带符号的面积均等于 0. (10.8.15) 告诉我们， 
dx /\ dy 在向量序对 [ v , w ] 上的值表示这个向量序对 [ v ， w ] 所张成的 
定向平行四边形的带符号的 面积. 向 M 序对 [ v ， w ] 所张成的定向平行 
四边形是正定向还是负定向取决于 deL 4 是正的还是 负的. 直观上看， 
dcU 是正的还是负的取决于由 v (通 过小于或等于 tt 角） 转向 w 的方 
向和由 a ： 轴 （通 过小于 tt 角） 转向 y 轴的方向是否 一致. 这里我们看 
到了二阶行列式的几何涵义：它等于有定向的平行四边形的面积.以 
后还要把这个（行列式的）几何涵义推广到 n 阶行列式上去 • 

我们把以上关于平行四边形的定向的想法延伸为平面的定向的概 
念.假设平面 R 2 上给了一个有序的线性无关的向量组 [ ei ， e 2 ]， 我们 
便说，有序的线性无关的向量组 [ ei , e 2 ] 确定了平面 R 2 的一个定向. 
假若平面 R 2 上又给了一个有序的线性无关的向量组 [ fiM 后者又 
确定了平面 R 2 的一个定向.有序的线性无关的向量组 [ fi ， f 2] 与有序 
的线性无关的向量组 [ ex , e 2 ] 之间应有以下 关系： 


■ 麵 

fl 


■ 

a 

b ' 


齡 — 

ei 

f 2 

■ 


c 

d 


e2 

■ ■ 


其中 1 

a b 

A = 

c d 

是个可逆矩阵.由有序的线性无关的向量组 [ ei , e 2 ] 和有序的线性无关 
的向量组确定的同一个平面 R 2 上的两个定向被称为相同的， 
假若 detA > 0. 不然，这两个定向称为相 反的. 显然，有相同定向的关 
系是个等价关系（请同学补出证明的细节).这个等价关系把对应于同 
一个平面的定向平面分为 两类. 同一类中的定向平面是同定向的，异 
类中的两个定向平面是互为反定向的.若取 
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常把由有序的向量组 [ e l 5 e 2 ] 确定的平面的定向称为标准定向.若有序 

的线性无关的向量组 [fi , f 2 ] 确定的平面 R 2 上的定向与标准定向同向， 
则 

rfxAri # 1? f 2 ] = 由 AA ] 张成的平行四边形之（绝对）面积. 

若有序的线性无关的向量组 [ f ! , f 2 ] 确定的平面 R 2 上的定向与标准定 
向反向，则 


^ dxAdy [{ u { 2 }= 由％， f 2 ] 张成的平行四边形之（绝对）面积. 

假若考虑了由 [ fi , f 2 ] 张成的平行四边形之定向，因而有了由张 
成的平行四边形之带符号的面积概念，则我们有 

dxAdy [ i u f 2 )= 由％，剐张成的平行四边形之带符号的面积. 

我们不厌其烦地解释平面定向的概念，不只是因为下面定义二次微分 
形式的面积分时要用到，还因为将来要把它推广到髙维空间去.同学 
们务必把这二维的简单情形真弄明白了.假若可能，同学们最好联系 
中学物理课中学到的左手坐标系及右手坐标系的知识,把定向的概念 
尝试着对三维情形进行推广. 


10.8.3 二次微分形式的回拉和积分 

在 8.7.1 小 节中， 一次微分形式的回拉是由以下的方式加以定义 


的: 





其中 w •• R " — R 7 1 是连续可微映射. 

为了方便，以下的讨论限制在平面 R 2 上.平面上的二次 微分形 
式的回 拉可以用以下的公式 定义： 


〆 (/( 工， y)dx A dy ) = A d {( p * y ), 


(10.8.17) 


其中 ^ R 2 — R 2 是如下的可微 映射: 


■ 

W2(W) 

■ 咖 


(10,8.18) 
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或 


(f^x = ^Pi{u,v), (f*y = v) 


(10.8.19) 


p 的 Jacobi 行列式记为 


*】ip 


d(pi 

du 

d 屮 2 

du 


d^Pi 

dv 

d ( fi 2 

dv 


通过初等计算,我们得到 


ip*[ f{x,y)dx Ady 


(fi*fd{(p m x) A d((p*y) 


f((fii{u,v) y ip 2 (u y v))(^ 

f((pi(u, v) y (p 2 {u y v)) 
f o (pj^du A dv. 


d(pi 

du 


du + 


〜 W ^du + ^dv 


dv 


du 


dv 


d(fi d 屮 2 d^i d 屮 2 
du dv dv du 


du A dv 


( 10 . 8 . 20 ) 


假设 W = U?iU + UI2V，Z = 2iU + 22V ， 由 （10.8.20)， 我们有 

(p* (f(x, y)dx A dy^j [w, z] = / o (pj^du A dv[w,z] 

=f O ipj ip (wiz 2 - W 2 Zi) 


O (f 


0<£i dip I 

du dv 
d(f2 dif2 
du dv 


Wi Zi 

W 2 Z 2 


o ip 




du 


dv 


21 竽 +2 产 


du 


dv 


difi2 dif2 
+^2 


f°^p 


du 

d(fii 


dv 

dip 


21 莩 +2 严 2 


du 


dv 


d 屮 2 


+ 加 2-^) ^1 -tH 1 + Z 2 


- Zl 


9^1 

du 


du 


+幻 


dv 


du 


d ( f 2 

dv 


d 屮 i 

dv 



d ( f 2 d ^ p 2 

仏 ，1 士 + 忉 2 


du 


dv 


o ip(du[dip[w}]dv[d(f[z\] - du [dip [z] ] dv [dip [ w]]) 


/ o ^pdu A 咖 [ dp [ w ]， 如 [ z ]] ♦ 


(10.8.21) 
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公式 （10.8.21) 也可以作为2-形式的回拉的定义.由这个定义出发， 
我们可以证得方程 （10.8.17). 

假设 R 2 是二维欧氏空间（平面)， e 1? e 2 是它的标准坐标基向量： 



R 2 中的一般向量是 

V = ^ ^ = xei 4- j / e 2 . 


假设 W 是平面 R 2 上的一个开集， W 上的定向是由 R 2 上的 
标准定向确定的 . W 上的二次微分形式总可以写成以下形式 ： t = 
f ( x , y)dx A dy } 其中/是州上的 Lebesgue 可积函数.这个二次微分 

形式在平面区域 W 上的积分定义为 




/( x ， y)dx Ady = 



( 10 . 8 . 22 ) 


设 

^P\{u,v) 

^P2{U,V) 

_ 

是平面区域 t / 到平面区域 W 的连续可微双射 ： W = <^([/).对于 
我们引进的微分形式的积分概念来说，非常重要的一点是我们必须考 
虑 W = ^( U ) 上的定向和[/上的定向及微分同胚之间的联系.若 
( ei , e 2 ) 确定了 U 上的定向，而由 ( d ( p [ ei ]^ dip [ e 2 ]) 确定的 W 上的定向 
与 W 上的原有定向一致，这样的微分同胚 V 称为保定向的.不然称 
为反定 向的. 若 f/ 和 W 上的定向分别是关于 （!/，!；） 坐标和 Or ， y ) 坐 
标的标准定向（只要适当选取坐标系便能实现这一点)，由定理10.6.3, 
等式 (10.8.20) 和等式 （ 10.8.22 )， 有 




(10.8.23) 


这是二次微分形式的积分的换元公式.应该注意的是： （1) 它在形式上 
更为简练.⑵由于考虑了区域 [/ 和 W 的定向之间的联系，因而它们的 
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面积符号也有一定的联系.虽然回拉的公式 （10.8.20) 中的 Jacobi 行列 
式未取绝对值，公式 （ 10.8.23) 确实成立 . （ 3) 在第 6 章的一元 Riemann 

积分理论中，曾作过 约定 ： ^ fdx = - /"/ dx . 可以看出，第 6 章的一 

Ja Jb 

元 Riemann 积分实际上是微分形式的积分,而不是本章前七节中讨论 
的函数的积分 • Riemann 积分的积分区间是有定向的，本章前七节中 
讨论的函数积分的积分区域是无定向的 • 

设入和 (T 是两个形式，不难证明（具体证明留给同学了，可利 
用 （10.8.20) 或 (10.8.21))： 

入八 cr) = pV. (10.8.24) 

10.8.4 三维空间的二次微分形式 

三维空间的二次微分形式的典型表示式是 


a ( p)dx Ady + b ( p)dx Adz + c ( p)dy A dz , 

其中 p = ( x ， y ， z ) 表示三维空间 的点. 若给了三维空间的一个 1- 形式 

u = A ( p)dx + B ( p)dy + C ( p ) dz , 

我们很自然地想定义对三维空间的一个作用在 1- 形式上的一个外微分 
算子 d ' 使得它具有以下三条性质： 

(1) 若和 u ; 2 都是 1- 形式，则 

d(cj\ + UJ 2 ) = duj\ + du ： 2\ 

(2) 若 on 是 0- 形式,而 u ; 2 是 1- 形式，则 

d(u；i A u ； 2) = du\ 八 u?2 + 八 du ； 2] 

⑶ 若 w 是 0- 形式，则 


d ( dij ) = 0. 

倘若有这三条性质的 d 存在，我们有 
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du = d(Air 十 Bdy + Cdz ) = d(A /\dx + BAdy + CA dz ) 
—dA Adx + dB A dy + dC A dz 
+ A A d ( dx ) + B A d ( dy ) + C A d ( dz ) 


dA A dx + dB A dy + dC A dz 
(dA^ ^ 4 」 dA J \ J 
{d^ dx+ d^ dy+ d^ dz ) Adx 
( dB 』 dB J dB J \ J 

+ {^ dX + -^ dy + ^ dz ) Ady 
(dC J dC J OC, \ j 

+ {^ dx+ d^ dy+ ^ dz ) Adz 

(dB dA\ J 」 (dC dA 

dxAdy + ( d ^- d ； 


dx A dz 


fdC dB\ J 

V dz ) V 


A dz . 


若以上式作为 d 的定义，很易检验它必有 （ 1) ，（ 2) ，（ 3) 这三条性质. 

若 W R 2 — R 3 是连续可微映射， t 是 R 3 上的 2 -形式，则 
是 R 2 的2- 形式. 设 M 是 R 2 上的区域， ^( M ) 可以看成 R 3 中的定 
向曲面， t 是 R 3 上的2-形式，则 T 在定向曲面 ( p { M ) 上的积分可以 
用下式 定义： 

I 丁 = < 丁 . 

J J M 

这样的思路将帮助我们通过以上关于欧氏空间上的微分形式及其积分 
的概念定义高次微分形式在高维流形上的积分.本节内容的确切讨论 
将在本讲义的第 15 章中进行. 


10.8.5 平面上的 Green 公式 

第 8 章 §8.7 的公式 （ 8.7.13) 把 Newton-Leibniz 公式推广到 1- 形 
式在定向曲线上的积分的情形.它还可写成如下紧凑的 形式： 



现在我们想讨论对于平面某区域上的2-形式的积分有没有类似的结 
果.结果是有的，它就是所谓的 Green 公式： 
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dr = t ， (10.8.25) 

JM JdM 

其中 M 是平面上的一个有定向的区域 . 表示 M 的边界，通常它 

是个一维流形，即一条或数条定向 曲线； T 是平面上的 1- 形式， dT ■是 
平面上的2-形式 . 的定向和 M 的定向之间的联系是这 样的： 假设 

平面上的定向是由坐标向量 ( e !, e 2 ) 确定的.为明确起见，设由 ei 转 
向 e 2 的方向是反时针方向.我们这样定义的 正向： 使得当某人沿 
着 dM 的正向行进时, A / 应在他的左边.这是的定向和 M 的定 
向之间的联系的较直观的描述.在本讲义的第12章中，对于高维流形 
M 要给出况 V /的定向和 M 的定向之间的联系的更明确的数学定义. 

下面我们将给出 Green 公式（10.8. 2 5)的一个形式的（即不严格 
的）证明. 

回忆一下 1- 形式外微分的定义引进时的公式 

/ r = hkdr ( p )[ v , wj - I - o ( hk ). (10.8.1)’ 

JP(h,k) 


假设我们的区域是由向量 / IV 和) hv 张成的许多两两不相交的顶点各 
异的平行四边形之并.在每个平行四边形上 （10.8.1)/ 成立，将这些两 
两不相交的（实心）平行四边形并起来便得到整个区域， （10.8.1/ 的右 
边的第一项加起来恰是整个区域上的积分的近似值.当把这些两两不 
相交的顶点各异的平行四边形并起来时，有些平行四边形的边会出现 
在两个平行四边形中，而且，同一个边在两个不同的平行四边形出现时 
的定向恰恰相反，而那些只出现一次的边并起来恰构成整个区域的边 
界，且定向也一致. (10.8.1/ 的左边的积分加起来时，出现在两个平行 
四边形中的那些边上积分完全抵消，剩下的边上的积分之和恰等于整 
个区域的边界上的积分.故我们有 



N 

hkdr ( pi )[ v , w ] + AT . o ( h / c ) ， 


(10.8.26) 


其中 iV 表示平行四边形的个数.若 dr ( p ) 是 p 的连续函数（只须 r ( p ) 
的系数一次连续可微就够了)，则由（10.8.1)/， 
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/ ifcdr ( p )[ v , w ] == / dr + (10.8.27) 

•/n(p;v ， w) 

其中 n ( P ; v ， w ) 表示顶点在 p , 由 v 和 w 张成的（实心）平行四边形. 
将 (10.8.27) 代入（10.8.26)，让 /i — 0 ，fc — 0,注意到 Nhk 不大于 M 
的面积的一个常数倍， (10.8.27) 的右端第二项之和不大于 2 N • o ( hk ) = 
o (2 N - hk ) = o ( l ), 我们得到 Green 公式 

/ r = / dr . □ 

JdM Jm 


当 M 是三维空间 R 3 中的一个光滑曲面时，以上形式的公式依然 


成立: 





dr . 


□ 


这个公式称为 Stokes 公式. 以上的 Green 公式和 Stokes 公式形式上 
似乎没有区别，但若用偏导数来表示外微分，它们的形式并非完全一 
样.假设平面 R 2 上的 1- 形式是 


fdx + gdy , 


则它的外微分是 


dr 


dx dy 


故 Green 公式用偏导数来表示具有以下形式 



fdx + gdy 





9g_dl 

dx dy 


dx A dy 


(10.8.9)， 


(10.8.25)， 


这正是传统的微积分书上的 Green 公式的表达方式.相似地， Stokes 
公式用偏导数来表示具有以下 形式： 


J fdx + gdy + hdz 

= L{^~%) dxAdy+ {^~%) dxAdz 

H) rfyA 心， 



其中 M 是三维空间 R 3 中的一个光滑曲面. 
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Green 公式是 Newton-Leibniz 公式在平面上的形式， Stokes 公式 
是 Newton-Leibniz 公式在曲面上的形式.在 §10.9 第26题中我们将 
(严格地）证明 Gauss 散度定理，它是 Green 公式在 n 维空间的推广. 
在本讲义的第16章中我们还要（严格地）讨论高维流形上的高次微分 
形式相应的公式，称为（推广了的) Stokes 公式. Newton-Leibniz 公式， 
Green 公式， Stokes 公式和 Gauss 散度定理都是它的特殊情形. 

§10.9 习 题 

1.设 {/«} 是一串( X , A , fi ) 上的可测函数. 

⑴假设 


\/s > o( lim fi(lx G X : sup |/(x) — fj(x)\ > = 0 

\n—oo VL j^ n )) 


(10.9.1) 


试证 : 


Ve > 0( lim /i^|x E X : sup Jj(x) — fk{x)\ > £■})=())• (10.9.2) 


提示： 试证下式 


X e X : sup \ fj ( x ) - fk ( x )\ ^ e 

k^n 


D < x e X : sup \ f(x) - fj(x)\ ^ e/2 


(ii) 条件 （ 10.9.2) 满足时，必有一个可测函数/，使得 {/n} 几乎处处收敛 


于 /. 


提示：记 


An,p = e X ： sup lfj(x) - fk{x)\ > 1 /p 

k^n 


条件 (10.9.2) 告诉 我们 : 


"un 〜 


o . 


(10.9.3) 
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然后再证 明：当 x 使得认⑻}:非 Cauchy 列时，必有 x € U H ^ n , P .) 

p=l n=l J 

( iii ) 设条件 (10.9.2) 满足， 试证: 必有可测函数/，使得 （10.9.1) 成立，且 
{/ n } 几乎处处收敛于 /. 

(提 示：记 /( x ) 为 （ ii ) 中所述的 { f n ( x )} 在 x 麥0門时的极限. 

\ p—l n=l 

试证以下 命题： 

oo oo \ 

Vpo € NVx 癸 |J n € NVj ^ no(\fj(x) - f{x)\ ^ l/po ).) 


( iv ) 试证： 条件 (10.9.1) 成立时， {/ n } 按测度 / z 收敛于 /. 

( v ) 试证： f n ( y ) 不收敛于 /( 2 /) 的充分必要条件是： 

3 e > o(y e P e X : sup \ f ( x ) - fj ( x )\ > e ^ J . 

\ 71 = 1 J 

(Vi) 当 fx ( X ) < 00 时， 试证： 条件 (10,9.1) 是 {/n} 几乎处处收敛于/的 
充分必要条件. 


(提不 ：利用 （ V).) 

( vii ) 当/.( X ) < oo 时，试证：几乎处处收敛于/的函数列 {/„} 必按测度 
fi 收敛于 /. 当 fi ( X ) = oc 时，结论成立否？（参看定理 10.3.5) 

( viii ) 假设 


Vfi - > 0 1 fl(^{x 6 X : \ f ( x ) - fn ( x )\ > < oo j . 


试证： 条件 (10.9.1) 成立，因而 {/ n } 几乎处处收敛于/，且按测度/ X 收敛于 /. 
( 提示： 试证 



x e X : sup |/( x ) - fj ( x )\ > e 



c \ J { xeX ： |/( x )_ fj { x )\ > e }. 



( ix ) 设 / 是个非负可测函数， t 是个正的实数. 试证: 


: f ( x ) w}) < j j fd 卜 

注这个不等式常称为 Chebyshev 不等式（参看推论 10.7.5 的证明). 
它在测度沦中，特别在概率论中，常被用到. 

(X) 假设 
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[ 1/- /n|l < 00 ， 

n=l 

试证： 条件 (10.9.1) 成立，因而 {/ n } 几乎处处收敛于/，且按测度 / i 收敛于 /. 
(提示：用 （ viii ) 和 ( ix ).) 

注和这里的结论相似的形式曾在 L p 的完备性（定理 10.7.4) 的证明中 
用过 • 

2. 定义 10.9.1 设 （4,4) 和 { X 2 , A 2 ) 是两个可测空间.映 射伞： 
不 — 久 2 称为（々，乂^到 ( A 2 M 2 ) 的可测映射，假若 

E A ). 

⑴设 （ A ，儿）和 ( X 2 i A2 ) 是两个可测空间，且*4 2 是由 C c 2 X2 生成的 
&代数.若映射 <^: X l ^ X 2 满足条件 

^ EeC (^\ E ) eAi ), 

试证： 中 ： A — X 2 是 （ a , 到 ( X 2 i A 2 ) 的可测映射. 

(提示：记£ = {£ € 為： ^~ l ( E ) € «4 i }， 对 £ 用 Dynkin 7T-A 定理或单调 
族定理 .） 

( ii ) 设 A 和 X 2 是两个拓扑空间，而氏是兄上的 Borel 代数 ， i = 1,2. 
又设$ : A — X 2 是连续映射. 试证： 中 ： A — 是（&，&)到 （ X 2 ， S 2 ) 
的可测映射. 

(提 示：用 ⑴.） 

( iii ) 设 ( Xo , Ao ) } ( XuAx ) ^ ( X2M2 ) 是三个可测空间,又设 ^ i ： X 0 - 
足是 （為，扁）到 ( X l , A l ) 的可测映射 （i = 1,2). 映射 h 和％的张量积 

^ ^2 ： Xo — ^ Xi X X2 定义如下： 

(少1 ® 中 2)( x ) = (4>1( X )，#2( X )). 

试证 ： h 0少 2 是 （ X 0 , Aj ) 到 （ J ^ x X 2) Ai ® M ) 的可测映射. 

(提示：用 （ i ).) 

3. 定义 10.9.2 设 （ AM :) 和 （ X 2 , 乂 2 )是两个可测空间， m 是（义1,乂1) 
上的一个测度，映射 A — 是 （ AMi ) 到 （ X 2 ， j 2 ) 的可测映射，测度 
/ i 在可测映射伞下的前推 ( pushforward ), 记为定义为： 
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(i) 试证： (X u A x ) 上的测度 /i 在可测映射 $ 下的前推是 (X 2 ,A) 


上的测度 . 


( 提 示： 集合的并（或交）的原像是集合的原像的并（或交 ).) 


(ii) 试证： V(X^A 2 ) 上的非负可测函数 八)译, W 

( 提 示： 用引理 10 . 5 . 2 .) 乂 2 



ifo I . 




(iii) 试证： V(X 2 ， / 2 ) 上的可积函 数 ^/ ^pd{^) 



(f 0 


Xi 


• 


(提不：用⑻ •) 

4 . 设伞 : [ 0 , 00 ) x ([ 0 , 7 T 】) n _ 2 x [ 0 , 2 tt) — R n 为 ( 同一点的 ) n 维球坐标到 
维直角坐标的映射（参看 § 8 . 8 第 3 题） 


(xi,--*,x n ) = 中 (w.. ， n )， 


其中 


X\ = r cos 外 
X2 = r sin pi cos ip2 , 




( 10 . 9 . 4 ) 


Xn-i = rsirupi sin #2 … sin v? n -2 cos v? n -i, 
x n = r sin sin (/?2 ••- sin ^p n -2 sin (p n -i- 


(i) 下面的点集称为张角为 20 ，半径为 p 的以球面为底的正锥 C(^p), 0 < 


6 ^ 7T ： 


C (0， p ) = 4>({( r , 灼 ，…，外一丄）: 0 ^ r < p ,0 ^ ^ 0}^. 


试证： C^ ， p) 在 R " 中的体积是 


2 


27 r (n-l )/2 r6 

^C{e,p) = - 7 - r-p n / sin n_ ^ ipd^p. 

nr((n_l)/2) Jo 

提示 •• 利用积分换元公式（定理 10 . 6 . 3 ) 和 § 8 . 8 第 3 题的 （ iv ) 先证明以 


下 等式 : 



0 


2 


v C( 9 ,p) = 2 n I r n ~ l dr f sm Tl ~ 2 ipidipi i Yi J sin n ~ j_1 ifjdifj ). 

7 — 2 ^ 


0 


再用公式 ( 6 . 4 . 7 ) 或 § 6.9 的第 25 题的 (vii). 

(ii) 给定了 0 0 2 <tt. 记 

C{9i,6 2 ,p)= 少 ({(r^i ， ." ， (^n-i) : 0 ^ r ^ p,0i ^ (^1 < 0 2 }) 
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试证: C (0 i ^ 2 , p ) 的体积是 


^ lt 02 . p ) = — T - ~~ - YP n 

nrf (n — 1)/2) 

( iii ) 把 pi = ^ i ( xi ,---, x n ) 看成 R n \ {0} — [0,7 r ] 的映射.试证： 

( v ^ O - C ^ n ) = sin 71-2 (fi - mi , 

其中 m n 是 n 维 Lebesgue 测度在 R n \{0} 上的限制，而 mi 是 1 维 Lebesgue 
测度在 [0,7 T ] 上的 限制. 

(提示：用 （ ii ) 和 Dynkin tt - A 定理 •） 

( iv ) 试证： 半径为 p 的 n 维球的体积是 

7 T n/2 

^n(p) = — ( - rp n . 

r((n/2) + l) 



(提 示：用 ( ii ).) 

5 .设 "是 ([ a ,6), S [ Qt 6)) 上的一个有限测度，其中一 oo 彡 a < b 彡 00 ,记 
^(0 = "([ a ，0)， 其中亡 € [ a , b \. 

( i ) 试证：0在 [ a ， fc ] 上左连续，在 [ a , 6 j 上单调不减，且 ^( a ) = i /(0) = 0. 
对于每个 i € [ a ， b],^(t H - 0) - ip ( t ) = "({ t })， 其中雄 + 0) = lim 矽⑷是功 

s —» t +0 

在点 i 处的右极限. 

( ii ) 又设 p 是 [ a , 6] 上的有界函数，试证： p 在 [ a , 6] 上相对于0是 Riemann - 
Stieltjes 可积的，当且仅当 p 在 ( a ,6] 上相对于 1 /几乎处处 连续； 这时， p 在 
([ a , b ) X [ at 6 )) 上是可测的，其中 司 U 表示 B [ a ^ b ) 关于测度 p 的完备化，且有 

/ (pdu = / ipdxp ( t ) } 

J [a,6) J a 

其中右端是 Stietjes 积分，而17表示 1 /在 S ( a . b , 上的完备化. 

(提 示： 模仿定理 10.4.1 的证明 •） 

定义 10.9.3 设 ( X . A ) 是一个可测空间， " 是 { X ^ A ) 上的一个测度，映 
射/ : X — [- OC , oo ] 是砰〜—•可测的，则〜= / W 称为/在测度 M 下的分 
布 测度. 它是 ([- oo , DO ], 上的测度，其中， S 卜表示[- oo , oc ] 上 
的 Borel 代数. 

注 /,/ i 是测度 / i 关于映射/的前推.前推的定义请参看第3题的定义 
10.9.2. 
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( iii ) 试证：对于任何([-00,00],%^])上的非负可测函数 f 和可测的映 
射 / : X —► [- oo , oo ]， 我们有 

/ (f 0 fdfi — / 

C J [― oo,oo] 

(提示：用第3题的 （ ii ).) 

( iv ) 试证： 假若（叫中的非负可测函数 p 具有以下形状： 



WM )， 

()， 


若 f > 0, 
若 t 彡0, 


其中 2 / 是 （ [ 0 , 00 ), 610 . 00 )) 上的测度，对于任何 i > 0, v ? ⑷ < 00. 设/非负可 
测， p ⑷和函数矽⑴ = ^({x : f(x) > t} 无相重的间断点，则有 

[ P 。 Mi = / "({x : /(x) > t})d(p(t), 

J X Jo 

其中右端是 Riemann-Stieltjes 积分 . 又若上述 </? 是 [0, oo) 上连续可微的函数， 
则 



^ o fdfi 



< p r ( t ) fi{{x : f ( x )> t})dt 



ip f ( t )/ j,({x : f ( x )> t})dt 


其中右端是反常 Riemann 积分. 

(提示：用⑴， （ ii )，（ iii ) 和命题 6.11.3.) 

( v ) 设/非负可测， 试证： 对于 p > 0,有 


(f(x)) p dfi = p 
x 



t p ~ 1 : f(x) > t})dt. 


(提示：让 （ iv ) 中 dv = pt p ~ 1 dt .) 

( vi ) 设 / 非负可测，试证以下关于函数/的“分层蛋糕表示公式”: 

f( x ) = \ 1 {y ： /(y)>i}( a: )^- 



提示： 在（ V )中，让 p = 1而测度 / i 定 义为： 对一切 EeA y 


M ( E ) 


1, 当 a : € S 时 
0，当 : r _ £时 


6. 定义 10.9.4 设映射 
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l x l * 

其中 S ^ 1 表示 R n 中的以原点为球心的 ( n -1) 维的单位球面. h 表示4> 在 
n 维空心单位球 B n (0, l )\{0} 上的限制. S "- 1 上的面积测度，记做 m sn ^， 定 
义为 B „(0,1) \ {0} 上的 Lebesgue 测度的 n 倍，即 n • m ， 在映射 h 下的前 
推： 

m S n-i = 4> i,(n • m). 

S "- 1 的面积记为 a ； n _! = msn ^ iS 71 - 1 ), B n (0 ? 1) 的体积记为 = : u n - i / n . 

由第 4 题的 （ iii ) 知道， 


fin 


丌 


n/2 


r 


((n/2) 


+ 1 





n 7 r 


n/2 


r 


(( n /2) 


+ 1 


注 1 这样定义上的面积测度可以看成熟知的 n = 1,2情形的推 
广，也可看成是以正多边形为底的顶点在通过正多边形中心且垂直于底的直线 
上的锥的体积与底的面积之比的推论. 


注2另一个常用的解 释是： 在球坐标下， n 维体积的微元是 


drrin = r 


• TT ~ * 2 TX 3 

sin <pi sin </?2… sin 一 2dr 如 1 如 2… d(^ n 


而在球坐标下， ( n - l ) 维单位球面 S "- 1 的面积的微元是 


d / TTl^n ― 


sin n " 2 ipi sin n — 3 竹 … sin ip n 一 2dxp \ dxp2 … dip n 一 


所以 





(fi sin 



• • • sin i > p n 一 2dxp \ d < p2 


• • • dip n -i 



⑴ 试证： 对于任何在 ( S n ~\ B S n - l ) 上的非负可测函数/，有 



o $( x)dm 


= r 


Bn(0 ， r>\{0} 



$ i ( x ) dm ， 


Bn(0,l)\{0} 


因而 



r 


f o^(x)dm = — I f(u/)dm S n-i ， 
B n (0 f r)\{0} n Js 打 - 1 

其中 u ; 表示 S "- 1 上的一般元，即 R " 中的单位向量. 

(提示：利用定理 10.6.3.) 

( ii ) 定义映射 
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^ : (0, oo ) x S n_1 — R n \ {0}, 少 ( r ， w ) = 

是双射， （ r〆 ） = ^-'( x ) = (| x |，$( x )) 称为点 x 6 R n \ {0} 的极坐标•在 
((0,00),0(0,00)) 上定义测度 Rn ( A ) = [ r n - l dm . 试证： 

J A 

^R^\{0}= 中 *(/?n ® m S n-l). 



(提示：利用⑴和 Dynkin 7 r - 入定理或单调族定理，并注意 d ( r n / n ) = 

l dr .) 

( iii ) 设/是 ( R n , B R .) 上的非负可测函数. 试证： 

f(rLj)dm S n-i\dr 




( 提示： 假设/是 R n 上的连续函数，记 

F ( r )= f /( x ) dm , 

JBrti (0 ， r) 

我们有 


F(r + ") — F ( r ) = / f ( x)dm 

•/B R n (0,r+/i)\B R n (0 ， r) 

= / / o ^( r , ^( x))dm 

J Brti (0,r-f h)\Bj^n (0 t r) 

+ [ [/(X) —/o 屮 (r ， $(x))]dm 

^B R n(0,r+/i)\B R n(0 7 r) 


( r + "广一 r n 

n 



f o 屮 (r ， u?)dm S n-i 


+ o ( h ). 


由此求得 f ". 然后利用 Newton - Leibniz 公式和 Tonelli 定理便可证明 （ iii ) 中 
的等式对于具有紧支集的连续函数/成立.最后再用引理 10.5.2.) 

( iv ) 设/是 ( R n , B R n ) 上的可积函数， 试证： 


/( x)rfm 



f ( ruf ) dm s 


dr 





7. ⑴设 0 # £ C S"- 1 是 S" 一 1 的开子集， 试证: m S n-i(£；) >0. 
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Oo 


cos 0 sin 0 
- sin 6 cos 6 


的旋转 Tb tf ， 其中 0 e [0, 2 兀]，有" = ( To e ) m i ^- 试证 •• r 由此， 


77231 = /i 


提示：注意以下 事实： 对于任何 (S'^si) 上的非负可测函数/，有 



S 严 1 ti ( I ’。% 斗 = d 2ir 



f oTo 9 (W\di/, 


o 


9. 设 n e N， 令 


H: [-1,1] x S n 


S n ， 三 (p〆) 


「 yj \ — ffiijJ 


P 


和 


e B[-i,i] ® B S n-i (/x n ( 尺 ） =y (1 — p 2 ) 2 <g) m S n-i) 

试证 ： msn = 三 •/z n . 

争 

提示： 利用在球坐标下， （n - 1) 维单位球面 S"- 1 的面积的微元公式 


dnisn-i = sin n 2 (p\ sin 71 3 <^?2 • • • sin ^Pn—2d^p\dip2 • • • (pn 


和 

sin" -1 ipdip = -sin n_2 y?dcos^ = -(1 - cos 2 ip) n/2 ~ 1 dcos yj.J 

10. 对于任何 0 € S 71 和测度空间（[一 1，11， 巧 q ，小 dm hM ) 上的任何非负 
可测函数或可积函数/， 试证： 

/ f{p)dmsn - LJn~l I f(p)(l - p 2 )^~ 1 dp. 

Jsn 

(提 示： 利用第 9 题和引理 10.5.2.) 

11. 本题想给出 §6.9 的第13题和第22题中计算过的 Eukr-Poisson 积分 
(也称 Gauss 误差积分）的一个通过 Pubini-Tonelli 定理及换元公式而计算的 
方法，并通过它给出与 Euler-Poisson 积分相关的一些积分的公式. 

⑴ 试证： 

f e~ |z| ^ 2 dx = 27r. 


R 
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提示： 利用以 K 等式. • 


2 



e 叫 x2/2 dx 


R 



e — x . 2 / 2 d 7 n = V 2 n I re 

R 2 A0,oo> 


. — f 


2 


/2 


dr 


这里的计算技巧属于 Gauss . 

( ii ) 设 A 是 n x n 的正'定矩阵，试证 



exp 


R n 


2 


(x,.4 _1 x)an 


dm = (27r) n//2 (det(i4)) 1//2 . 


(提示：由高等代数知识，有正交矩阵0,使得4 


-1 




O ^ DO , 其中 D 是 


对角矩阵，它的对角线上恰是 A — 1 的特征值.作正交变换: To 后再用 Tonelli 定 
理 •） 


( iii ) 试证: 


LJ, 


2(7T) n/2 

r(n/2 )， 


fin 


7T 


n/2 


r((n/2) + l). 


(提示 ：利用 A = I 的特殊情形时的 （ ii) 的结果,再利用题 6 的 ㈣ 和 （ iv) 
的结果.最后作适当的换元将积分变成 r 函数的积分表示（请参看例6.7.3)，便 
得 u ； n - i 的表示式.并望同学与第6题开始时所述结果比较 •） 

( iv ) 试证：对于 a ，/3>0, 有 



t~ 1 ' 2 exp 


(0, oc .) 


a 2 t 




dm 


7r 1/2 e- 2 ^ 


Ot 


(提示：作换元 6’ = at l/2 - 0t ' 1/2 .) 

12 .设 （ X , 4) 是个可测空间， - cx )^ a <6< oo 和函数 /:( a ,6) xX - R , 
又设对于每个 x € X ,/(., x)e C (( a ,6)), 且对于每个 t € ( a ， 6)， /( t , •) 在（ X ， >1) 
上可测. 

( i ) 试证： / 在 (( a , 6) x X 5 B (a , 6) x A ) 上可测. 

(提示：不妨设 a = 0, b = 1 •令 


}n{t,x) = /( fc / n , x ), 当 M [ fc / n ，( A ; + l )/ n ) 时, fc = 0, …， n -1. 

然后证明在 (( a ,6 )x X , B {a>b) x A ) 上可测，且 /„ — /•) 

( ii ) 又若对于每个 x e X /(., x )€ 记 /， = G X . 试 

证： /' 在 (( a , 6) x X , B {atb) x A ) 上可测. 
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I 提示：不妨设 a = 0,6 = 1.令 

gn{t,x) = ― ’ ( 仏 ) ■， Ate [k/n, (k - i - l )/ n ) 时 ， fc = ()，••.，n - 1. 

然后证明如在 (( a ,6 )x X y B { aM xA ) 上可测， 且如 — 广 j 

( iii ) 又设 / i 是 ( X , A ) 上的测度，夕 G L ' C / i ), 且对于任何 ( t , x)e ( a ,6) xX , 

有 max (|/(<， a :)|，|/’( t ， x )|) < 夕⑷.试证：/ /(-, x ) d ^ € C l ( a } b ), 

Jx 


Ttj x 池物 





(提示：用 Lagrange 中值定理和 Lebesgue 控制收敛定理 •) 
( iv ) 试证： 对于 a ,/? > 0, 有 



-3/2 


exp 


(it 




dm 




(O,oo) 


(提示：利用 （ iii ) 的结果，对第 11 题 （ iv ) 中等式两端求关于/?的导数 .） 
(V) 设 /(t ， rr) 是 (a ， 6) x [ c ， d ] — R 的映射，对于每个亡 € (a ， 6) ， /(t 「） 在 
M 上连续.又设 P : ( a , fe ) — [ c ， d ] 是可微映射， 试证： 对于任何 t G M ), 我 
们有 


dt 





f ( t } x)dx 



w ⑷ 


dl 


( t , x)dx -{- f ( t y ^ p ( t ))^( t ). 


(提示：利用 （ iii ), Newton - Leibniz 公式和二元函数的锁链法则 .） 

13. ( i ) 试证： 对于任何 6>0 ,pe [ l ， oo ) 和任何有界 Lebesgue 可测集 B 
的指示函数 lc ， 有函数0 € Co°(R n ), 使得 — </>| P < €：. 

(提示：利用引理 9.5.2 和推论 8.6.1.) 

( ii ) 试证：对于任何 e >0, p € [ l ， oo ) 和任何支集有界的 Lebesgue 可测简 
单函数/，有函数0 € CS °( R n ), 使得|/ — 0 | P < e . 

(提示：利用⑴.） 

( iii ) 试证： 对于任何 €>0 ,pe [ l , oo ) 和任何函数/ € Z ^ R ' m )， 有函数 
0 eC o °°( R n ), 使得 |/ 一沁 <£• 

(提示：利用⑻，引理 10.1.3 和 Beppo Levi 单调收敛定理，先证明对丁•非 
负的函数/ G L p ( R n , m ) 结论是成立的，进而证明一般情形 .） 

( iv ) 试证： 对于任何 p € [1， oo ) 和任何函数0 € C 0 ( R n )， 有 
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lim \(ph - < t>\ P = 0, 

h — ^0 

其中 ^ h ( x ) = 0 (x — h ) 是沴的 h - 平移 • 

(提 示： 函数 0 € C 0 ( R n ) 是一致连续的 •） 

(v) 试证: 对于任何 p e [l,oo) 和任何函数 / € i /( R n ， m )， 有 


lim |/ h - f\ p = 0, 


其中 / h ( x ) = /(x - h ) 是 / 的 h - 平移. 


(提 示：用 （ iii ) 和 ( iv ).) 

( vi ) 试证： 对于任何 p € [ l ， oo ) 和任何 [0，1] 上的连续函数 / 以及 e > 0, 
总可找到一个以1为周期的连续周期 函数仏 使得1/ -沁 < 二 

(提示：设 M = sup |/( 2 ：)|，令 
\ 0 彡 ：<1 


夕 ㈤ = 


/⑷， 

/(l) + (xe)/(2M)[/(e/(2M))-/(!)], 


若 e /(2 M ) < x 彡 1， 
若0彡 a : < e /(2 M ). 


并请说明上式中 g 的图像的几何意义 

( vii ) 试证： 对于任何 p € [1， oo ) 和任何函数 / € L p ([0,1]) 以及 e > 0, 总 
可找到一个以 1 为周期的连续周期函数 A 使得1/ - <匕 


(提示：用 （ iii ) 和 ( vi ).) 

( viii ) 试证： 对于任何 p G [1， oc ) 和任何实值函数 / € L p ([0,1]) 以及 e > 0, 
总可找到一个以下形式的三角多项式 


w w 

Tn{x) = ^ + y^(o-k cos kx -f- bk sin kx) 


k 


使得 \ f - T n \ p < e . 

(提示：用 （ vii ) 和 Weierstrass 三角多项式逼近周期函数的定理 .） 

( ix ) 试证： 对于任何 p € [ 1 , 00 ) 和任何复值函数/ G L p ([ a ,a + i ]) 以及 
^ > 0,总可找到一个以下形式的三角多项式 

T n ( x ) = ± a k L -^ eJ 2 ^^\ 


使得 1/ 一 Tn | P < e . 4 

(提 示： 任何复值函数/ € L p ([ a,a + L ]) 可写成/ = A + i / 2 , 其中/!和 
/ 2 是 LP ([ a， a + Lj ) 中的实值函数 .） 
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( x ) 试证: 对于任何 p e [ 1 , 00 )， L p ( R n , m ) 是可分的，换言之， L p ( R n ， m ) 
有可数稠密子集. 

(提示：利用 （ ix ) 并注意到 Q 在 R 中的稠密性 .） 

14. ⑴设 /6 i p ( R n ， m )， 夕 eL % R ' m )， 丄 + 丄=1，；9€[1，00]，试证 ： 对 
于任何 x e R n ， 以下积分有 意义： P Q 

f * P( x ) = f /(X — y ) g { y ) m { dy ). 

JR n 

(提不：用 Holder 不等式 •） 

( ii ) 设 / e L l ( R n , m),ge 试证： 对于几乎一切 x e R ' 以下 

积分有 意义： , 

f * g ( x )= I /(x — y ) g ( y ) m ( dy ) 1 

JK n 

l 提示： 不妨设 f 和 g 皆非负，然后用 Fubini - ToneUi 定理计算积分 

/”m (耐) 

( iii ) 设/ € LL ( R ' m ) (即在任何紧集上 / 可积)，夕€ C 0 ( R ' C )， 试证: 
对 于一切 x e R n ， 以下积分有 意义： 

f * ff ( x )= / f ( x - y ) g ( y ) m ( dy ), 

JR n 

且 /* 分 € C ( R n ， C ). 

(提示：用第13题的 （ v ).) 

注当/ * 夕有意义时 ， f * g 称为 f 和 g 的卷积. 

( iv ) 只要⑴，⑼和 （ Hi ) 的条件中有一个成立，便有 / m =分*/，换言之， 
卷积满足交换律. 

(提 示： 适当换元 .） 

15. 设 C 7 和 K 是 R n 中的两个幵集， f 是[/到1/上的连续可微映射，则 

^({^( x ) G V : Jy >( x ) = 0})=0, 

其中 t / p 表示映射 v ? 的 Jacobi 行列式. 

(提示：用引理 10.6.5.) 

注这个结论是 Sard 引理的一个特殊情形. 

16. ⑴设 1 < P < 00,非负函数/,沒 e 和 (J > 0, 试证: 
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广 1 pci/xS S p - l \g\ p p + f 广 1 / f P 一 1 gdn. 


提示： 利用以下等式： / r l gdii= I f p - l gd^[ r 

if ^ Sg ] J { f > Sg ) 






( ii ) 设 1 < p < 00 ,非负函数/，分 e 和 (5 > 0, 试证: 



广 ViM 广 1 抓 + I/IJ — 1 




1 /p 


+ 



1 /p 


9 P dfi 


{ 9 ^} 


(提示：利用 （ i ) 和 Holder 不等式 .） 

( iii ) 设 1 < p < 00 ,函数列 {/ n } C 满足不等式 sup |/„| p < 00 且函 

I <n<oc 


1 ^ f ^ \ 乂 ✓v/ 

数列 {/n} 几乎处处或按测度 M 收敛 于零. 试证：对于任何 p € z / 和 (5 > 0,有 

limsup f fn~ l gd,fjL < S p ~ l \g\l + sup \fn\l~ l \^{g^6}9\p- 
n—^oo J n€N 

(提示：利 用⑻和 Lebesgue 控制收敛定理 •） 

( iv ) 设 1 < p < 00 ,函数列 {/ n } C 满足 Slip \fn\p < OC , 且几乎处 

l^n<oo 

处或按测度 m 函数列 { A } 收敛于零.试证：对于任何 0 e ZA 有 


lim / |/n| p_ 1 |p|dM = 0 - 



(提示：利用 （ iii ), 让 <5 — 0,再用 Lebesgue 控制收敛定理 .） 

(V) 设 1<P<0C ， 函数列 {/ n } CZ / 满足 Slip |/nlp < OC ， 且几乎处处 

l^n<oo 

或按测度 /i 函数列 {/n} 收敛于零.试证：对于任何 geL ' 有 


lim [ UnWg^dii 

L —OO J 


0- 


(提 示：和 （ iv ) 的证明线索相同，以 冗― 1 和# 一 1 分别替代 /n 和 仏且以 

9替代 P 即可，其中 g = p /( p - l ).) 

17. 给定了 1 < p < 00,试证： 

( i ) 3 K V < ooVc € R (|| c| p — 1 一 1 c 一 1叫彡 Kp (| c - ll ^ 1 + |c — 1| 

提示： 对于任何不含有 1 的闭区间 M inf ( Ic - ir ' + lc - l ^ O , 

a ^ c^b 

又注意到 || c| p - 1 - |c - l | p | 是 C 的连续函数，故只须研究以下四个极限存在 
且有限就可 以了： 


lim 


| c | p - l -| c - l | 


p 


1+0 |c - 1 |P 一 1 + \ c - 1 


lim 


| c 「一 l — | c - l | 


p 


0 |c — 1| P _1 + |c — 1 
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lim 

c—^oc 


I C IP-1_I C ^1IPI 
c 一 1| 卜 i + |c — 1| ， 


lim 

c — 一 oo 


W p -l-|c-l| p 
|c - 1 铲 - 1 + |c — 1| 


(ii) 3K p <oc^a y beR[ \b\ p -\a\-\b-a\ p 彡 / ^ p (|6 - 


( 提不：利用 ⑴.) 


( iii ) 设（ X ， / i ) 是个测度空间，1 O < oc 而 {/„ : n = 1,2, •••} U {/} C 

L p ( XM ，/ x ). 若 sup|/ n | p <oc 且函数列 {/ n } 或几乎处处⑺）或按测度 M 收 

1 

敛于/，则 

因此， |/n|p — |/|p => |/ n — /| p —► 0. 


(提示 ：利用 （ ii) 和第 16 题的 （ iv) 与（ V).) 

注结论 （ iii) 常称为 Lieb 定理 . 同学试与定理 10.3.4(Fatou 引理的 Lieb 
形式）相比较 . 


18•设 dAm ) 和 （ X 2 ，《4 2 ,/ i 2 ) 是两个测度空间，这两个测度空间分别 
相对于 7 T - 系巧和 7 T - 系7> 2 (它们分别生成 a - 代数乂 i 和心代数《4 2 )是 a - 有限 
的.对于任何£€^042,记 


^2 ^ X2(E\(x2) = {xi E Xi : (rci ， Z2) € E})\ 
Vxi G Xi(E2(x\) = {X2 £ X 2 : (xi,X2) € E}). 

试证： 


W V(i, j) e {{1 ， 2} x{l,2}:i# j}y Xj G XjiEiixj ) E Ai ); 


(ii) V(i ， j)€ {{1,2} x {1,2} : i 笋 j } 映射巧 fjLi(Ei(xj)) E [0, 00 】是為•-可 

测的； 


(iii) V(t,j) € {{1,2} x {1,2} : i ^ j}/xi <g)/x 2 (S) = 0 fa(Ei(xj)) = 

0, a.e.(/ij). 

(提示：把 Fubini-Tonelli 定理用到函数 1^ :上 .） 

19 •设（&，▲ ，/ ^)和 (X 2 M2 ? /x 2 ) 是两个测度空间，这两个测度空间分别 
相对于 7 T - 系和 7 T - 系 P 2 ( 它们分别生成&代数和 a - 代数 j 2 ) 是 a - 有限 

的.又设 1 彡 PUP2 < DO , 函数/在可测空间 （& x X 2) Ai ^ A 2 ) 上是可测的， 
记 


l/l(Pl »P2) 




P2/P1 


\f(xi,x 2 )\ Pl fii(dxi) 


/i2(dX2) 


1/P2 
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混合 Lebesgue 函数空间 L ( Pl ， P 2) 定义为所有满足条件 |/|( Pl , P2 ) < oc 的在可 
测空间 PG x X 2 , A ^ A2 ) 上可测的函数/组成的集合，它是线性空间（相对 
于函数的加法和数乘运算)，且映射 L ( ㈣ ) 9/h _ i fj(pip2) 满足范数应满足的 
条件. 当 pa = p = P2 时，混合 Lebesgue 函数空间便成为普通的 Lebesgue 函 
数 空间： L ^\ x l xX 2) A l ^ A 2 )^ L p ( X 1 xX 2) Ai ® A2 ),\ f \ {pl , P2) = \ f \ p . 
关于混合 Lebesgue 函数空间，我们有以下 结果： 

( i ) S Q , /? G R , 试证: 


I 。/ + 办 l ( Pl ， P 2) 彡 l a ll /1( Pl ， P 2) + 1 洲夕 l ( Pl ， P 2). 

提示：由混合 Lebesgue 函数空间的定义， 


\f\(PU 


P2) 


|/(xi,X2)|lpi(X 1 Mi,Mi) 


LP 2( X 29 A 2 ^ 2 ) 


然后重复使用 Minkowski 不等式. 


( ii ) 设 1 彡 g 】， 收 < oo 使得一+ — = 1，一 + — = 1. 试证 

Pi Qi P2 Q2 
1/夕 |l 彡 夕 1(9 卜 92). 


提不：由混合 Lebesgue 函数空间的定义， 


l / l ( Pl ， P 2) 




L p 2 ( X 2 , A 2^2) 


然后重复使用 Holder 不等式 

( iii ) 设 / n e L^^\n = 1 ， 2, •••），/ e L (P1 ， P2) ， 且 /n — 

又设有夕 € " P1 ， P2 )， 使得 |/n| 彡 g,a.e.(fi\ <8) /i 2 )(n = 1 ， 2,…). 试证： 


1/ - A |( Pi ， P2 ) — 0. 

(提示：注意关 于⑴和 （ ii ) 的提示，再用 Lebesgue 控制收敛定理 .） 

( iv ) 设叫和 w 是两个概率测度，即 / i X ( Xi ) = 1 = / i 2 ( X 2 ). r = 
max ( pi ， p2 )， 试证：对于任何 / € L (Pl ， P2) ，有 

l/l(Pl.P2 ) 彡 l/l r . 

(提 示： 重复使用 Holder 不等式 •） 
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( v ) 设糾和 M 是两个概率测度， G 表示所有具有以下形式的 Xi x X 2 上 
的函数之 全体： n 

» m ( a ：2)， 

m=l 

其中 Ei，u."，E hn 是乂 i 中 n 个两两不相交的元素，而 w 、…， (p n 是 n 个 

L °°{^) 中的元素， n 是任何自然数. 试证： 对于任何 L (P1 ， P2) (/xi，M 2) 和任 
何 e > 0,有0 e G， 使得 

1/ -^|r < e . 

(提 示: 对于任何 /GL 7 ^® ㈧)和任何 e >0, 一定有£ a m l £lmX£2m! 

使得 j / 一口 |r < 6其中 {£ l, m }m=l C^ll, {E 2 ,m}?n=l C M. ^ 定有有限多个 
两两互不相交的 {F fc }Ui C^li , 使得每个是某几个 A 之并 j 

20. 设（久 i ，人,川）和 （ X 2 M 2 ，/ i 2 ) 是两个测度空间，这两个测度空间分别 
相对于 7 T - 系巧和 7 T - 系巧（它们分别生成 a - 代数和 a - 代数/ 2 )是心有 
限的.又设1 < Pi ^ P 2 < oo , 试证： 





x 2 \^ X i 



P 2 /P 1 

\f{xi,x 2 )\ Pl ^ti(dxi)) / i2 ( dx 2 ) 


l/p2 


$ 



X 





Pl / P 2 

|/(Xl ， X2)| P2 M 血 2)1 fil(dxi) 


1 /pi 




(提 示： 先对 0 M (第 l 9 题 （V) 中的 q 证明上述结论，然后利用第 19 题（V) 
的结果，让 G 中函数4逼近一般的/ 6 L^^) (Ml)/i2) ) 

注1 本题的结论是定理 10.7.3 (Minkowski 不等式）的 推广. 它也常称 

为 Minkowski 不等式（的连续形式). 

注 2 本题也可以用定理 10.7.3 的证明方法直接证明之.应该说，两个方 
法的思路都是常用的. 


注3本题也可以用定理 10.7.3 (Minkowski 不等式）的结论来证明，只要 
将这里的 I/P 看成定理 10.7.3 中的 /. 

21•设（不，人, Ml ) 和 （ X 2 ， d 2 ，/ x 2 ) 是两个测度空间，这两个测度空间分别 
相对于 7 T - 系巧和 7 T - 系 7 M 它们分别生成 (7- 代数扃和 a - 代数《4 2 )是 a - 有限 
的.又设 K 是在可测空间 ⑷ x X 2 , Ai ^ A 2 ) 上可测的函数，且满足 条件： 


Ml = sup |A"(. ， a ： 2 )|r* < 00 与 M2 = sup -)| r < 00 , 

x 2^X 2 Xx£X x 


其中 re [ l ， oc ) •又设 p.ue [hoc ] 满足条件 i：=i + i 

u p r 
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⑴对于/ € P (/ i 2)， 其中 s 满足条件 i ^ = 1，定义积分算子 

T S 

() Cf )( x \) = [ K ( Xi ， X2 )/( X2 ) d " 2 . 

Jx 2 

试证： \ ICf\u ^ Ml / u M l ^ r / u \ f \ v . 

f 提示： 对以下三种情形分别 处理： 

(1) 用 Holder 不等式处理 u = oo , - + - = 1的情形. 

P T 

(2) 依次用定理 10.7.3 和第20题这两个形式的 Minkowski 不等式处理 
P = 1的情形（这时 w = r ): 


l^/U < 1^(X1,X 2 )/(x 2 )| L (l.u) (M2>Ml) < \K{x U X2)f{x2)\ L{ u > D^ 1 ^ 2 y 

(3) 用下法处理 w € [ l , oo),p € ( l , oo ) 的情形： ifi a = r / u , 不难看出： a € 
(0,1) 且 （1 - a ) p ' = r . 由第 19 题的 （ ii )， 有 


^ 阶一 ) r/ ㈣ | L(U ， 。) _ 




其中 u '， p ' 由方程 确定 ： i + ; = l 和 i + = 然后再用以下两个不 等式: 

u u’ p p f 


\K(x U X2)\ a f(x 2 ) 


(tx ， P) 


^ mh / Ip 


^g(xi)\K{x u x 2 ) 


1 一 a 






g(xi)\K(xi,x 2 )\ 1 ^ a 


lW )( Mi ， M2 ) 


^ M ^\ g ( Xl )\ Luf ^ 2) 


(ii ) 设 / € V ( 恥)，令 



Ak (/) = {xi 6 Xi : I \K(xi } X2)\\f(x2)\dfi2 < oc 

X 2 


和 



^ Jx 2 

0， 


K ( Xi 1 X 2) f { X 2) d ^2 , 若 XI € Ak (/), 

其他情形. 


试证: 


⑷ (( 八尺 (/) C ) = 0 , 且 \lCf\ u ^ M r ^M l 2 - r/u \f\p^ 
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E : L p — 是:从 n — L u 的唯一的连续延拓，其中 s 满足条件 



S T 


(提示:令 /n = /l[- n ,nj 。/， n € N, 则 /n € L P D 1/ ， 且 |/ - / n | p —► 0.) 

22 .⑴设 pi ， p 2， r * € [ l , oo ]， 且满足条件^ =丄+丄 - 1， 试证： 对于任何 

r pi p2 

fe L Pl ( R n ) 和任何 p e L ^( R n ), 点集 

A (/, g ) = |x e R n : ^ |/(x - y ) ils ( y )| m ( dy ) < ooj 
的余集是零集.又令 

[ /( x - y )^( y ) m ( rfy ), 当 X e 八 (/， 没)， 

JK n 

0， 其他情形， 

试证： f*g = g*fR 

1/ * g\r ^ |/|pi \q\p2' 

最后 证明： 映射 ( f , g )€ L p i xL p ^ f ^ geL r 是双线形的. /* g 称为/和 
g 的卷积. 

注不等式 \f*g\r ^ |/| Pl \g\p 2 称为 Young 不等式.本题的结果是第14 
题结果的推广. 

(提 示： 利用第 2 1 题的结果 .） 

( ii ) 设 j € L 1 ( R n ， m )， 且 / RTl jdm = 1. 对于 e 〉0,记 j c ( x ) = e - n j(x/e). 
试证： /* j £ dm = 1 , 且 |j e |i = |jji, 

JK n 

( iii ) 又设 / e L p ( R n ， m )，/ 和 > 的卷积记为 / e = /*>• 试证 ： / e € 
L ^( R n y m ) } \ f e \ P ^\ j \ i \ f \ p,R 

lim|/-/ £ | p = 0. 

£—♦0 

( hO 若⑴中的 j e (紧支集的无穷次连续可微函数空间)，则 /e € 

无穷次连续可微函数空间）且 

D a f E =f*D Q j £ . 

( v ) Cg°(R n ) 在 L p ( R n , m ) 中稠密. 

( vi ) 设函数/ e C ( R n )， /和 je 的卷积记为 /e = f*j e . 试证 : A e C ( R n )， 
且对于任何紧集 K C R n ， 有 
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limm ^|/( x )- A ( x )| 




0 . 


又设/ e QIR 71 )， /和 > 的卷积记为 / e = / * je . 试证： /e € enR ")， 且 


lim max \ D a f ( x ) — D a f € ( x )\ = 0. 

£—^0 x 6 R n 


23. 本题将利用 §8.8 的第 28 题和 §9.7 的第 19 题的记号和结果来讨论 
中的 （ n - 1) 维超曲面的 （ n - 1)- 维面积的定义及其计算公式的推导.在 
§8.8 的第27和28题及 §9.7 的第19题中用过的记号我们在这里将继续沿用. 


为了方便阅读，简略复述这些记号 如下： 假设 M C R " 是超曲面 ， p € M ， 二 
元组（軋 V )是超曲面 M 在点 p 处的一个三次连续可微的坐标图卡.换言之, 
V 是0 € R "^ 1 的一个开邻域，^ : V ^ R n 是三次连续可微的单射，还有一个 
p 在 R n 中的开邻域 V ，使得 p = $(0),且对于每个 v = ( v lr -, vn ^ i ) € V t 


(71-1)个71维（列）向量组 

3^( v ) 9^( v ) 

9^1 5 5 dVn-l 


是线性无关的，而 

Mnw = {^(v) ： vev}. 

这时，有一个二次连续可微的映射 n : K — S "- 1 , 使得 n ( v ) 丄 Tw v )( Af )， 其 
中 T ^ ( V ) ( M ) 是 M 在 ^( v ) 处的切空间，且 


Vv G V \ det 


⑽ ( v ) 
dvi 


d ^ jv ) 

OVn^l 


n ( v) T 



其中方括号表示括号中的 n 个列向量（按所排顺序）构成的矩阵， n ( v) T 表示行 


向量 n ( v ) 的转置. 

映 射系 ： V x R — R n 定义 如下: 


^( v , A ) =少 ( v ) + An ( v ) r , ( V ， A ) € F x R . (8.8.12)， 


M 是 R n 中的 （n — 1) 维超曲面，设 r e (拓扑空间 M 上的 Borel 代数) 

和 p > 0 .记 

r(p) = {y E R n : 3 p G r((y - p ) 丄 T P ( M ) 且 |y -p|<p)}, 

§9.7 的第 19 题告诉我们， r ( p ) e B R n . 

⑴设 M 是 R n 中的一个 ( n -1) 维超曲面.由 §8.8 的第 27 题 （ vi ), 对于每 
个点 p G M 有 Af 的坐标图卡（少 P , K p ). 选 r ( p ) > 0使得 B R n ( p , 3 r ( p )) C 
$ P ( P P )， 其中备 P 和分别如 §8.8 的第 27 题的 （ vii )( 或等式 （8.8.12)') 和第 
28题的 （ iii ) 中所示. 试证： 有可数点集 { p m K =1 ，使得 
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C Brti ( p m ， 7* m )， 其中 『TTi = ”( Pm ). 

m=l 

(提示 ：利用 R n 满足第二可数公理的事实和 §7.9 的第 39 题的结果 .） 

( ii ) 设是 M 的紧子集，则有 A : € N , 使得 A ： C G B R n ( Pj , rj ). 记 

j=i 

r = min ( n , …， r fc )_ 试证： 有一个 e e (0, r /3)， 使得 Vx € K ^{ x }(€) C 

U 且 

Vx e /o/y e K(x ^ y =» (x}(e:) O {y}(e) = 0), 


其中 { x } ⑷和 { y } ⑷的涵义如 §8.8 的第 28 题 （ iii ) 中所示. 

(提 示：用 §8.8 的第28题的 （ iii ) 的结论 •) 

( iii ) 设（屯， V 0 是 R n 中的 （ n - 1) 维超曲面 M 的一个坐标图卡， res M 
是有界集，且 F C ^( V ), 试证： 





<5 屯 (v)m R n 一 i(dv) 


( r ) 


其中 


6 屮 (v) 


d 屯 

detll ^( V )，‘( V ) 




1/2 


使得 


( 提 示：用 §8.8 的第 28 题 （ iii ) 的 （ e )， 因 r 有界且 F C 少( V )，有 P > 0 


Vxe r({x}( P ) c nv)). 


根据 §9.7 的第 19 题的结果， 


r(p) = $(^- 1 (r)x(-p,p))eBRn. 

用定理10.6.3(多元函数的换元公式）和 Tonelli 定理， 

m R n(r(p))= I ( [ l^(v, t)\dt ] m R n-i (dv). 


再用 §8.8 的第 27 题 （ vii ) 的 （ a ) 的结果和 Newton - Leibniz 公式，有 

户 ? + 去 / IA(v ， 參 = l 々 (v ， 0)| = 神 (V )， 

p — 0+ 印 J (- p ， p ) 

且上式左端被一个不依赖于 P 的常数控制住.再用 Lebesgue 控制收敛定理，便 
得所要结果 .) 
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( iv ) 设尺是 M 的紧子集 ， r e 仏/且 rc 兄记 o ^ rnMj , 其中超曲 
面 M 的子集 Mj(j = 1,2,...) 归纳地定义 如下： 

J-1 

Mi = M fl BH^pin)，Mj = M D BRn(p J ,r J ) \ [J Mi, j = 2, • • •, fc 

/ =i 

(同学不难看出，也是超曲面或空 集).试证： { rjp )， …， r m ( p )} 是 r ( P ) 的 
两两互不相交的由可测集组成的覆盖，因而 

k 

m R n (r(/?)) = ^m R n (r 7 (p)). 

j=i 

(提示：用 ( iii ).) 

( v ) 定义上的测度 如下： 对于任何 r e Sm , 令 

DO 

mM(r) = [ w(r )， 

其中 

/^(「）= / (5^(v)m R n-i((iv), A = 4^ Pj (j = 1,2,…). 

设尺 c m 是紧集 ， r e s R n 且 r c 尺，并设 


TTlAf(r) = ^ /im(r). 


试证: 


^ + Y P mKn{r{f))) 




rriM ( r ) 


(提示：用 （ i ) 和 ( in ).) 

( vi ) 设（少， V ) 是 R n 中的 （n - 1) 维超曲面 M 的一个坐标图卡，/是 
Ban [ M ] 可测的非负函数. 试证： 


/ f(u)rriM(du)= / / o 屯 (n)(5 屯 

J ^{ V ) Jv 

其中神 (v) 如 §8.8 的第 27 题 （ vii) 中所定义. 

(提示：利用前述结果，并用 Dynkin 7T-A 定理和引理 10.5.2.) 

注在传统的微积分书籍中， （ vi) 中的公式所给出的积分称为 R n 中的 
(n - 1) 维超曲面 M 上的第一类型曲面积分， §8.7 中的（曲）线积分和 §10.8 中 
的（曲）面积分则分别称为第二类型曲线积分和第二类型曲面积分（事实上，在 
第 6 章中讨论的 （一元 ） Riemann 积分 也是第二类型 积分，因为积分值与积分 
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区间的定向有关).第一类型曲面积分与积分区域 （ R n 中的 （ n - 1) 维超曲面 
M ) 的定向毫无关系，它完全属于第9章和本章前八节所讨论的测度与积分的 
范畴.而第二类型曲面积分和线积分则与积分区域的定向关系密切.现在的数学 
文献中，通常把第一类型的积分称为函数在流形上的积分，而第二类型的积分则 
称为微分形式在流形上的积分.在本讲义第三册的最后几章中还要对它们作认 
真的讨论. 


(vii) 若 R " 中的 （n — 1) 维超曲面 M 的一个坐标图卡 （少， V) 中的少有 


以下 形式： 
其中 p : V 


— ► 


屯 ( v ) = 卜 ，…,％—，♦)) 

R 三次连续可微（等价地 ， F : M - R 具有 形式： F ( y ) 


如 一 ♦，… ， 2M - i )). B n n [ M ] 表示 R n 的拓扑子空间的 M 上的 Borel 代数. 
试 证：当 / 是 S R n [ M ] 可测的非负函数时，有 



/( u ) mA /( du ) 




屮 （ v) 



o ^( v)y 1 + | V (^( v)| 2 m 


R n 


( dv ) 


V 



/(Ul ， … ， Vn-l ， P(V)) 


V 


+ 




提示： 在所述条件下，注意以下关系式 


(5 少 ( v )) 2 =det 




dvi 


dvi 


det 



2 


R n/ 
d<p d^p 

• • • 

dvi dv2 


dip dip 


dtf d^p 


dvn-2 dv \ dv n -2 dv2 


d ^> d(p 


dip dif 


dvn-i dvi dvn^i dl)2 


det 


dv \ ) 


dip dp 
dv \ dv2 


dip dip 


dtp 


dv n _2 dv \ dv n _2 dv2 


0 


0 


dip d<p 


dv \ dv 


l 


dip dip 


dv n -2 dv n 


1 


1 + 


dip 


2 


dv 


dip d(p 


dvi dv n 


d(p d(f 


dv n ^2 dVy 
1 
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P + ^n(p) G 



若 € € (0, e ), 
若 《 G (—€ f 0). 


(10.9.5) 3 


n ( p ) 称为在点 p 处的 3 G 的单位外法向量. 

(提 示： 请参看 §8.8 的第27题的 （ vi ) 和它的提示 .） 

( ii ) 符号和假设如上所述. 试证： 对于任何紧集 K C dG , 映射 


K 3 x >-^ n ( x ) G S n — 

在 K 上是 Lipschitz 连续的，即有 Aa ， > 0,使得 


Vxi 6 IO/X2 6 /^(^(xi) — n(X2)| 彡 A/c|xi — X2|). 

(提 示: 注意 （10.9.5)2.) 

( iii ) 符号和假设如上所述. 试证： 对于任何 p e 3 G , 有一个 3 G 的坐标图 
卡（少, V )和一个 e > 0,其中 V 有界，且 p e 少( V ),并使得如下的映 射多： 

V = V x (_£*，£：) 3 (v,^) »-► $(v T t)= ④ (V) + fn (屯 (v)) f G R n 

是 V — ^( V ) 的微分同胚，确切地说，映射$和击- 1 具有有界又连续的一阶 
和二阶导数，而且 


Vve V{G9 多 (V ⑺ <==>te (― e ， 0)). 

(提示：利用 §8.8 的第 27 题的 （ Vii) 及其提示以及 §8.8 的第 28 题的⑼ 
和 （ iii), 并注意 (10.9.5)1 及 (10.9.5) 2 .) 

( iv ) 记 f ) = ^{ V ). 假设函数/ € C ( R n ; R ) 有紧支集 Kcfl . 对于一切 
y € 12,定义 

p(y) = 少(由 - 1 (y)i ， …， 否 _1 ( y)n 一 1) 和 n ( y ) = n ( p ( y )). (10.9.6) 

对于任何给定的 u ； € s n ~\ y e n , 记 


a n ( y ) = (^, n(y)) R n 和 u ? n ( y ) = a n ( y ) n ( y ) 


(^ n ( y ) 的几何涵义是 ： w 在 n ( y ) 上的投影). 试证: 



G R[ A(0 = /^/(x + ^) m ( dx ) - J /( x ) m ( dx ) = Ai(0 + A 2 (0 J , 

(10.9.7) 

其中 


△1(0 E / (1g(x - ^uj) - 1g(x - ^a ； n(x)))/(x)m(dx) > (10.9.8) 

^ R n 
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△2 ⑹ 



R n 


(l G (x - «x)) - l G (x))/(x)m(dx) 


(10.9.9) 


(提示：利用 Lebesguc 测度的平移不变性 .） 

以下的 （ v) ，（ vi) 和 （ vii) 三个小题将研究以下的极限 


lim 
卜0 


△2 ⑹ 


(v) 小题 （iv) 中的记号继续沿用.记 r = dist(K,f2 c ). 试证： 当 |(1 < r 时 
(10.9.9) 中的 ^2(0 可以写成如下形式： 


△2(0 



戒， v)m(dv )， 


其中 


^(^.v)= / [l(_oo,0 )( 亡一 ^cr n (^(v)) - l(-oo,0) ⑴] /( 击 ( v ， t)) 

~ e (10.9.10) 

(提示：注意到函数/ € C(R n ;R) 有紧支集 KcQ = ^( V ) y 然后用§ 8 . 8 
的第27题的 （vii) 中的保法坐标图卡多，多元积分的换元公式及 Fubini-Tonelli 

定理 


(vi) 此, v) 如 （v) 中所述. 试证: 


lim sup 

<-^0 v€V 


- /( 屯 (V))tr n ( 屯 (v)Wv) 


(10.9.11) 


提示： 注意到 （i), 便有下式 


(-co,0)(t- ^ n (^(v)) - l(-oo,0)W 


1， 若0彡 t < 屮 (v))， 

-1, 若 0 >f XM 屮 (V))， 

0，若 t < min(0,^n(^(v))) } 
0 . 若 t > max(0，^j n (屮 (v)))， 


利用它以及 §8.8 的第 27 题 （vii) 便可获得要证的结果 .) 
(vii) A 2 ⑹和说， v) 分别如 （iv) 与 （v) 中所述.试证 


lim 

0 


△2(0 



/(^(v))tr n (®(v))^(v)m R n-i(dv) 



/(x)fj n (x)maG(dx). 


(10.9.12) 


dG 


(提示：用 （vi) 和 Lebesgue 控制收敛定理及第23题的 (vi).) 
下面的一串小题 (viii)，（ix)， …和 (xvii) 用以研究以下的极限 
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(viii) 对于 y € f 2 , 记 


卜 0 《 



D ( y ) = ^ l ( y) n = 



P(y),n(y)) 


R n 



其中 ^ _1 ( y)n 表示向童 ^-'( y ) € V C R n 的第 n 个分量，而 p ( y ) 和外法向 
童 n(y) 如等式 (10.9.6) 所定义.事实 i：, y - p(y) 与 n(y) 平行，故 D(y) = 

士 |y - P ( y ) l ， 其中正负号取决于 y - P(y) 与外法向量 n(y) 是同向还是反向. 
试证：若 q € D D 9 G ， 贝 IJ 

lim ^(q + tv) - D(q) = 1 0 ， 若 v € T q (dG), 
f '~*° 1 j 1 ， 若 v = n(q). 

I 提示 ：v = n(q) 时结论显然成立.设 V 是 T q {dG) 中的向量.由保法坐 
标图卡中映射多的 定义： 


$(u ， 入 )= 屯 (u) + An(^(u)), 

记 u 0 = u(0) ， 少 (u 0 ) = q 和 v = 柳 uo (w). 当间充分小时，有 u ⑷和 A ⑴， 
使得 


q + ~ = *(u 0 ) + td^uo(w) = 少 (u ⑷）+ A(t)n ( 少 (u ⑹） = 击 (u ⑴， A ⑷). 


注意到 


再 注意: 


D(q + tv)j- D(c{) _ (u(t))) 

t _ t 

=d^u 0 (w) - j[^(u(i)) - ^(u 0 )] 

=d^u 0 (w) — -[d^u 0 (U ⑴一 Uo)] o(l). 


(u ⑷， A ⑴） = 否一 1 [ 少 (u 0 ) + fc^ Uo (w)] 

= 运 _ 1 [ 少 (Uo)】 + _‘ 。 , 0 ) [ 氣 o(w)j +o ⑷ 
=(110, 0 ) + C 0> oc^ (uo , 0 > (w ， 0 ) + 0(0 
=(Uo, 0 ) + t(w ， 0 ) + o(t). 


由此， = o(t). 所以 

Diq -^ tv ) - D ( q ) =o(1) 
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( ix ) 记号同前.试证:若 q € n H 9 G , 贝 ! J 

▽ D ( q ) = n ( q ). 

(提示 ：利用 ( viii ), 并参看 §8.8 的第 27 题 （ ii ) 的 （2) 和 （3), 即所谓梯度 
向量的刻画 

( x ) 记号同前.对于 ( y ，0 € K x (一 r , r )， 记 

丑 ( y ，0 = D(y - ^ n ( y ))- D ( y -^ u ；). 

试证： 

| Ai (0| ^ sup |/( x )| m R n ( r (0)， 

其中 r (0 = { xeK : | D ( x -^ u ;„( x ))| < |£( y ，0|}_ 

(提 示： 通过以下两个 命题： 

x — G 而 x — ^ tJn ( x ) ^ G =» 0 ^ D(x — ^ u n ( x )) ^ £*( x ，《)， 

X - 在 G 而 X — ^CJn(x) G G 0 ^ D(x — ^U ； n(x)) ^ E(x,^) 

证明之.而这两个命题的证明请参看⑴和 ( viii ).) 

( xi ) 记号同前. 试证： 存在常数 Q < oo , 使得一切 （ y ，《） eKx (- r ， r ) 都 
满足不等式斷，01 • 

(提示： | D(y - ^ n ( y )) - D(y - ^)| = |$ _1 (y - ^ Jn ( y))n — $ _1 (y — 
㈣ n | < const . |^| | u ； n ( y ) ~ ^|.) 

( xii ) 记号同前. 试证： 

Vx € r(0(|x - 〜 n(x) - p(x)| < Cl |C|). 

(提示： P(x - ^n(x)) = p(x) => |x- ^U ； „(x) - p(x)| = |x- fo ； „(x) - 

P(X - ^ n (x))| = |D(X- ^ n (x))|.) 

( Xiii ) 记号同前. 试证： 存在常数 C 2 < 00,使得 

Vxe r_vz?(x - ^ n (x))- n(x)| ^ c 2 旧 ). 

(提示： | VD ( x - 〜 n ( x )) — n ( x )| = | VD(x - ^ n ( x )) - VD ( p ( x ))|.) 

( xiv ) 记号同前. 试证： 存在常数 C < oo , 使得 

Vx € r (0(|£；( x ,0 l <^ 2 ). 

(提示：由 Taylor 展开得到 

D(x - - D(x - $ u ； n ( x )) = $ VD(x - 《 u ? n ( x )) • ( a ； n ( x ) - a ;) + 0( f 2 ). 
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注意到 

|VD(X - 《 U ； n (X)) • (o ； n (x) - Lj)\ 

— |(V£>(x- 〜 n (x)) — n(x)) • (a ； n(x) - w) + n(x) • (a;„(x) - u；)| 
=|(VD(x- $w n (x)) — n(x)) • (u>n(x) -u;)|, 


再用 (xiii).) 

(xv) 记号同前 . 试证： 

r(0 c ^({(v ， 0e v ： 卜 《 a n (少 ( v ))| < c^ 2 }), 

其中 C 是 (xiv) 中的常数 C. 

(提 示： 证明下式 

{x € /C : |/)(x- ^7 n (x))| 彡 C^ 2 } 

C 否 ({(V ， t)ev ： \t- ^ n (^(v))| ^ C^ 2 }).) 


(xvi) 记号同前 . 试证： 

m R n ( r (0) ^ sup 々 (v ⑺ TTlRn-lV). 

(v,t) 6 V 



令 


HO = (-e,e) H Kcr n (^(v)) - c^ 2 ,^a„(^(v)) + c$ 2 ]. 


用换元公式和 Fubini-Tonelli 定理得到 

m R n ( r (0)^ f ( f 

J V V J I {0 

(xvii) 记号同前 . 试证： 


S 击 (v ， t)dt 





lim ^^ = 0. 

卜 0 ( 

(提示：用 （ x ) 和 ( xvi ).) 

( xviii ) 记号 同前.试证： 对于任何光滑区域 G 和/ € ChR ' R )， 有 
衣 / g,( X + 〜) 爪啤） 


/ /(x)(u; ， n(x))m dG {dx). 

JdG 
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注 Cl 表示紧支集的一次连续可微函数全体 . 

( 提示：用 （ iv) ，（ vii) 和 (xvii).) 

25. (i ) 设函数 / e ChR' R) ， KcK n 是紧集， G C R n 是开集， supp/ C 

K，KndG = H . 试 证：当 M 充分小时，有 

[f(x + ^u)m(dx) = [ /(x)m(dx). 

Jg Jg 

(提示：先证 dist(/f, dG ) > 0 t 然后证明 ： |C| < dist (尺， 5G) 时上式成立 •） 

(ii) 设函数 / € ChR'R), i^CR n 是紧集， G C R ri 是开集， supp/ C K, 
/ Cn 3 G = 0. 试证： 


d 


di 


/(x + ^u;)m(dx) 

i=o 


L f(x)(u,n{x))m dc (dx). 


(提示：用 （ i).) 

( iii ) 设函数 / € C ^( R n ? R ), KCK 71 是紧集 ， G C R n 是开集， supp / C K y 
KndG ^ ib . 试证： 有有限点集 { Pj :j = l r ^, k } C KOdG 和对应的有限个 
数 C (0, oo ) 以及对应的有限个坐标图卡{(〜％)}》 =1 ，使 
得 

〜 k 

BRn ( p j ? 4 r ,) c ^( V ；) 且 KndGc \ jB n APj ， r 3 ). 

(提 示： 参看第 24 题 ( iii ).) 

( iv ) 设函数 / € ChR ' R ). 试证： 存在光滑函数 A : R " — [0， l]，j = 
0，1， …， fc ， 使得 

k 

supp^o c R n \ y B R n {Pj,rj) y 

i=i 

而 



supp0j C B R n (Pj ， 3r))，= 1 ， …， fc ， 


且对于任何 x € R n , 有 


k 


(X) 




L 


o 


( 提示：用推论 8.6.2.) 

(v) 设函数 /eC^R'R). 试证 : 


d 



/(x + ^(jj)m(dx) 

4 =o 


/ /(x)(u;, n(x))m dG (dx). 

JdG 
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(提 示：记 A = f ( f>j(j = 0, …， A :). 对每个 = 1，…， fc ) 用第 24 题 
( xviii )， 而对 / o 用本题 ( ii ).) 

( vi ) 设 G C R 71 是光滑区域， (7 D 5 是 R n 中的开集，函数 / € C l { U , R ). 
试证： 


d 



/(x + ^ cj ) m ( dx ) 


L f ( x ){ oj y n ( x )) md G { dx ). 


(提示：用推论 8.6.1.) 

( vii ) 设 G C R n 是光滑区域， （/ ：) G 是 R 71 中的开集，函数/ € C l ( C /, R ). 
试证： f 

/ (▽/( x )， cj ) m ( dx ) = / f ( x )( u ) n (^)) rn dG { dx ). 

Jg JdG 

(提示：用 （ vi ) 和 Lebesgue 控制收敛定理 •） 


26 .设 F = ⑺，…， F n ) : — R n 是一次连续可微的 n 维向量值函数，则 


数值函数 


divF ( x ) = 


dF) 

dxj 


(x) 


称为 F 的散度. 


设 G C R n 是光滑区域， [/ 3 G 是 R n 中的开集， n 维向量值函数 F € 
C (}( i 7, R n ). 

( i ) 试证： 

f divF ( x ) m ( rfx ) = f ( F ( x ), n ( x )) R nmaG ( dx ). 

Jg JdG 

(提 示： 在第 25 题 （ vii ) 中，让/ = 6和 u ; = ej { W > j 个坐标向童).将所 
得结果关于 j 求和 

注这个公式称为 Gauss 散度定理. Gauss 是在研究静电场的 Coulomb 
定律的积分表示形式时得到它的.当 n = 2时，它就是平面上的 Green 公式 
(10.8.25). 因此，它是 Green 公式在 n 维空间上的推广.鉴于这个 Gauss 散度 
定理及其推广的重要性，在本讲义的第16章中将用别的方法重新讨论它并将其 
推广成更一般的形式.用不同的方法从不同的角度去观察和理解这个重要的定 
理是十分必要的. 

( ii ) 试问： 平面上的 Gauss 散度定理与平面上的 Green 公式（参看 （10.8.25)') 
有些什么关系？ 


27 •设 G C R n 是光滑区域， f / 〕 G 是 R " 中的开集，函数 u，K R )， 

Mu 有紧支集.试证以下两个恒 等式： 
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/ (vAu - f - gradi ; • gradum (( ix ))= 

Jg 



du 


m d c { dx ) 


和 




—/ vAum ( dx ) 


G 


L u 


dv 

dn 


rridG(dx) - 



du 

dn 


TndGidx)^ 


其中 

^—0 

表示 / 在点 X e 9 G 处的沿 n 方向的方向导数，称为/在点 x € 3 G 处的外法 
向的方向导数. 


注所得的两个恒等式称为 Green 恒等式.它们的作用有点像一元定积 
分的分部积分公式，例如第二个 Green 恒等式相当于分部积分公式作了如下变 
化： （1) —元换成了 n 元； （2) —次求导算子换成了 Laplace 算子； （3) 边界积分 
的被积函数作了对称化.在本讲义的第16章还要讨论这个 Green 恒等式及其 
应用. 


(提不：为/证明第 一 个 Green 恒等式，先证明关系式 div ( t ? gradu ) = gradv * 
gradu + vAu . 为了证明第二个 Green 恒等式，先证明关系式 uAv - vAu = 
div(ugradv - vgradii ).) 

28•令 


Vx € R n \ {0} ^( x ) 



若 n = 2, 
若 n 彡 3. 


( i ) 试证：0 Ll oc ( R n ) 且 Vx € R n \ {0 }(~W = 0). 

( ii ) 试证： 

n = 
n ^ 

( iii ) 设 / € C 0 2 ( R n ， R ), 在 R 71 上定义函数 


VxeR n \{0} | x [») 


- x ， 若 

(2 — n ) x ， 若 


其中 


" /(X) = ^ 





R n 


- y ) f { y ) m { dy ), 


2丌= u ； i ， 


Cn 


2( n -2)(7 r ) n/2 

~ W 2)~ 


(n — 2) cj n _ 


若 n = 2, 
若 n 彡 3. 
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这里的 


1 表示 R n 中的 （n - 1) 维单位球面的面积（参看第11题的 ( iii )) 


试证： u/eC'R'R ), 且 

△ w / = — / ^(y)A/(x - y)m(dy). 

c n JRn 

(提示 : 利用第 14 题的 （ iv) 和第 12 题的 (iii).) 

(iv ) 设 / € C 0 2 (R n ， R ), 固定 x ， 选取 i? > 1 ，使得 supp/ C B R n(x，ii — 1) 
对一切 r e (0, i ?)， 记 Gr = B R n (0, ii) \ B R n(0,r). 试证： 



^(y)A/(x - y)m(dy) = - r 


G 



S n 


r 



s n - 


r\ f 

^(ru;)^-(x + ruj)m S n-i(ckj) 
/(x + ru;)^(ru;)m S n-i(dw), 


其中 S ^ 1 表示 （n - 1) 维单位球面. 


提不： 利用第 27 题的 Green 公式和 （ ii ), 



Gr 


g(y)Af(x - y)m(dy) 

aG - y) m ^My) - f(x-y)^{y)m dGr {dy) 



( v ) 设 u ; € S 


试证: 


lim r 
— o + 


l g{ru) = 0 


( vi ) 设 u ^ S 71 - 1 . 试证: 


^.n-idg 

( vii ) 记号同前.试证: 


(ro;) 


一 1, 


若 n = 2 




—( n -2), 若 n 彡 3 


Au/ = _/• 


提示：先证以下关 系式: 



^(y)A/(x - y)m(dy) = lim 


R n 


0 + 



p(y)A/(x-y)m(dy), 


G 


然后利用 （ iii ), ( iv )，（ v ) 和 （ vi ). 


注 = -/ 称为（关于未知函数的） Poisson 方程 .（ vii ) 的结果是 
说， （ iii ) 中用卷积定义的 u / 是 Poisson 方程的解. g/c n 称为 Poisson 方程的 

基本解. 
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29.函数 u 称为在区域 G 上是调和的，若 


VxG G ( Au ( x ) = 0). 

( i ) 设区域 ( a , 6) C R ， u 在 ( a ，6) 上调和，且在 [ a , b ] 上连续. 试证: 

Vx 6 ! a , 6] ( u ( x ) = + (■…叫 ； 

\ b — a b — a I 


特别，有 



u(a) + u(b) 
2 


( ii ) 设 u e C 2 ( G , R ), 且在区域 G 上调和.又设 X e G , i ? > 0 且 
B R n ( x , R ) cG . 试证： 


u(x) = - / u(x -H Rxjj)m sn -\(du)). 

^n—1 ygn— 1 

(提示：不妨设 X = 0 .记 卵 (X) = p(x) - g ( Rei ), 其中 ei = (1, 0, …， 0). 
G r 如第 28 题所定义.把 Green 公式用到区域上的函数 u 和上去 .） 

30.设 D 是 R " 屮的一个（可能无界的）区域，/和 p 是定义在 D 上的无 
穷次可微的函数.我们假设下列三条件 成立： 


(1) 当； V 彡 A 0 时,积分 

J ( A ) = f p ( x ) e _ 入’ ( X ) m ( dx ) 

J D 

绝对收敛. 

(2) 对一切 e > 0,有 


办)= /(Xo) l 〉 0 


(3) Ilesse 矩阵在 x 




XO 处的值 


d 2 f 

d 2 f 

^ • • • 
dx \ 

秦 

• 

dx 1 dcCfi 

• 

镛 

• 

d 2 f 

• 

d 2 f 

dxidxn 

dxl 


是个正定矩阵. 


⑴ 试证: 在点 x 0 处/达到极小值. 

( ii ) 试证 ：若点 XO 是 D 的内点，则点 XG 是/的稳定点，换言之，满足等 
式： V /( xo ) = 0. 


§10.9 习题 403 


(iii) 试证：在 


xo 处的 Hesse 矩阵 H 的特征值均大于零 


(iv ) 设伙是含有点 x 0 的 Z) 的子邻域，有 

J(A) = 7 i (A) + J 2 (A), 


其中 



Ji (A) = / p(x)e _A ’( x )m(dx) 

Do 



J2W = / g(x)c _A ’( x )m(dx) 

d\d q 


试证： 有正的常数 K 和 c， 使得 

|J 2 (A)| ^ Ke^ xlf{xo)+c] . 

(v) 试证： 有个足够小的 Do, 并存在一个连续可微的 Jacobi 行列式非零的 
双射 h : — Do,x = h(y)， 使得 


Ji(A) =e- A/(xo) 



S2 


G(y) exp ( - A ^ yj ) dy 


其中 n = h 1 (Do), G(y) = 没 (h(y))det h;， 且 det > 0. 
(提示••用 Morse 引理，参看 §8.8 的第 26 题 （vii).) 

(vi) 设 G 的 Taylor 展开是 


其中 


试证 


其中 


特别 


G(y) = J 2 ^ Q G(0)y Q + fl p , 

1^I<P # 


仏 = E+ D ° G ⑹ y ' €€[0, y ]. 


J 1 ( A ) = e ~ A/(xo) 


J 2 CkX 

L k=0 


一 n/2 — 


+ 0(A 


—n/2 — p 


Ck 


=E 



^ 1 )/ 2 ) 


|a| = /c 


a \ 


D a G(0). 


co = 


( 27 r) n/ 2 (detH)- 1 / 2 ( 7 (x 0 ). 


提示：将 G 的 Taylor 展开代入 （v) 中 A 的表式，并注意到 
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注 （ v ) 的结果称为高维积分的 Laplace 渐近公式. 

31. 本题想 证明： 闭区间 [0,1] 上所有 Riemann 可积函数构成的线性空间 
/^([ OJ ]) 相对 f 范数 丄 

|/|fil([0,l)) = J 1 /⑷ I 血 

是不完备的赋范线性空间.这正是 Riemann 积分不得不让位给 Lebesgue 积分 
的理由.为此我们要用到 §9.7 第15题的结果，并沿用 §9.7 第15题的记号.记 


N 


_ 

An = P| Ss/^n o • • » o Ss /3 o Ss{[0 y l ]). 

畤 « 


=0 


( i ) 试证： 对于一切 iV e N , 函数 


1 a n ( x )= 



当: T € A AT , 

e [ 0 , 1 ] \ An 


Riemann 可积. 

(提示：设法证明在 [0,1] 上是几乎处处连续的 •) 

( ii ) 试证： 


VAT€ NVxG [0,1)(1 ^ 1a n (x) ^ U N41 (x)^0). 

( iii ) 试 证：在 [0, lj 上， 


lim 1 a n ( x ) = Ia{x), 

N — oo 


其中 /I = p | An- 

( iv ) 试在：在 i ^ CU ]) 中趋于 U ， 换言之， 

lim / \Ia n {x) - lA{x)\dm = 

00 力 o ， i ] 

( V ) 试证： 若有闭区间 [0,1] 上的可积函数 仏使得 


0 


lim 


AT 



1 


ll^ N (x) - g{x)\dx = 0 


o 


则在 [0,1] 上， ： U ， a . e .. 

( vi ) 试 证：在 [0,11 上，函数 1 a 不可能几乎处处等于一个几乎处处连续的 
函数. 
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(提示：假设在[0，1]上分= ： U ， a . e .， 设法 证明： A 中每个点都是分的间断 
点 •） 

( vii ) 试证： 闭区间[0, 1] 上所有 Riemann 可积函数构成的线性空间以([0, 1]) 
相对于范数 ! 

l / li ? 1 ([ O t l ]) ~ J \ f( x )\^ x 

是不完备的赋范线性空间. 

32. 设 /n € L P ( X , / i),n = 1，2, • •• ，/ € L P ( X , fi),p e [ l ， oo ]， 且 |/n-/| P — 
0. 试证： / n 在 X 上按测度 M 收敛于 /. 

33. 在测度空间 （ R n ， m ) 上考虑以下问题： 

⑴设/ € L p (R n ) yP e [ l , oc ). 试证 •• 有一串 R n 上的紧支集的连续函数 

乃 ，使得 |/-/ i | P -0. 

(提示:用第13题⑼) 

( ii ) 设/ e L p ( R n ),pG [ l , oo ). 试证: 有一串 R n 上的紧支集的连续函数 

乃，使得力几乎处处收敛于 /. 

(提示：用 （ i )， 第 32 题和 F . Riesz 定理 .） 

( iii ) 设/ e L p ( R n ),p € [ l , oo ). 试证： 对于任何 e > 0,有一个闭集 
F C R 71 , 使得 m ( F c ) < &且/在 F 上的限制是连续的. 

(提示：用⑻和 Egorov 定理 .） 

( iv ) 设/是 R n 上的几乎处处有限的可测函数.试证 •• 对于任何 O 0,有 
一 个闭集 F C R / 1 ， 使得 m{F c ) < 且/在 F 上的限制是连续的. 

(提示:令= x /( l - l -| x |), 并约定 0(± OO ) = 士1 .因/的可测性及连续性 
和和/的对应性质等价,可把问题转变为对 0 O / 的问题.而1卜 n ， nr (0 o /) € L 1 ， 
故可利用 ( iii ).) 

注1 结论 （ iv ) 称为 Luzin 定理. Luzin 长期担任莫斯科大学数学力学 
系系主任.在他执掌莫斯科大学数学力学系时，莫斯科大学数学力学系培养出 
了 Kolmogorov , Pontrjagin 和 Gelfand 等对 20 世纪数学发展有重大影响的数 
学家. Luzin 被认为对苏联数学发展有重要贡献的数学家及数学教育家. 

注2 Luzin 定理中的结论7在 F 上的限制是连续的”与论断 “ F 中的 
点是/的连续点”完全不一样，切勿混淆. 

34. 设 0 / 力 C R 71 是 Lebesgue 可测集，0 ^ M C R m . 定义在 A x M 
上的函数/称为一致 L ■有界的，假若有一个定义在 A 上的 Lebesgue 可积函数 
P ， 使得 V ( x ， y ) E Ax M (|/( x , y )| ^ ^( x )). 以下我们总是假设：对于每个固定 
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的 y ， /y(x) = /( x , y ) 在乂上 Lebesgue 可积.这样在 M 上有如下定义的函数 

F ( y )= / /( x , y ) dx . 

J A 


( i ) 设 yo € M . 又设对于任何 A , 函数 / x ( y ) = /( x , y ) 在点 yo 处连 
续，且 A x Af 上的函数 / 一致 L - 有界，则函数 F 在 y 0 处连续. 


(提示：用 Lebesgue 控制收敛定理和定理 3.6.1.) 

( ii ) 假设如前，但以上假设中的 M = [ a ,6]. 函数 F ( y ) = f A f ( x ， y ) dx 在 
[ a , 6] 上有定义.又设 yo € [ a ，6]， 且/有一个在4上一致 L 有界的可积的偏导 
数 df / dy , 则函数 F 在 y 0 处可微，且 



91 

dy 


( x , y 0 ) dx . 


(提示：用 Lebesgue 控制收敛定理和定理 3.6.1.) 

邪•设/ : R n — R 是一个支集 C {y € R 71 : | y | ^ c } 的连续可微函数，其 
屮 c 是一个正的实数.又设 f : R " — R / 1 是一个满足以下条件的二次连续可 


微映射: 


|x| ^ 1 f(X) = X. 


记 


分(2/】，!/2,…， 2/ n ) 



…、 y n ) dz . 


( i ) 试证： 

⑴沒： R n - 

dg 


R 是连续可微函数. 


( 2 ) / 


dyi . 


(3) 若以下两个条件中至少有-个成立： 

( a ) 3 j e {2, …， n}(|yj > c ) 或 （ b ) y ! 彡 - c ， 则 咖 i , … , 2M ) = 0. 
( ii ) 试证： 


o (p(x)Jcp(x) = det 


▽(*)) 

▽#2 


V(^n 


其中右端表示以方括弧中的 n 个向量为行向童的矩阵的行列式 
提示：由⑴的 （2)， 


ov ?( x )./ ¥ >( x ) 


dg 

dyi 




由锁链 法则: 
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dg 


▽(咖 )） = W ▽朽. 


J d Vj 


再将后式代入要证的等式右端的行列式 
( iii ) 的 Jacobi 矩阵是 


Di(pi D ^ p \ 
Dnf2 D 2 屮 2 




D n ^2 


Dvfn D 2 屮 




记•为 M 划去第 i 行和第：/列后得到的 （n - 1) x (n - 1) 矩阵的行列式 
又记 Mi = (- l ) 2+1 mii . 试证： 


W wr 

E 


dMj 

dxi 


()• 


注这个适用于任何二次连续可微映射 p 的等式称为 Krcmecker 恒等 


式 


提 示：记 m ijM 为 M 划去第 i , A : 行和第 j , i 列后得到的 （n —2) x ( n -2) 

矩阵的行列式.利用以下等式 
dM t 


E 


dxi 


E(-i ) i+1 


dmu 

dxi 


E (- d 1 


t+l 9 


dxi 


- 1);+1 舞 + E (- ” 党爪⑽ 




+1 


D -俨 1 衾— +5( -峰， , 


- J<i 


艺 d 1 


E (-!) 


j+id(p2 dm u ， 2 j ■ ^jdip 2 dma y 2j 


dxj dxi dxj 


dx 


注意到 = m ljau 上式右端的第一行的两项正好互相抵消.第二行的两项 


可写成以下 形式: 


D-f 


[ ㈠) j_H 8 屮 2 8 爪 li ， 2j 


dxj dxi ~dxj 


d(p2 dmu ， 2j 

dxi 


J = 1 J ^>3 7=2 ^ 


dmu 


H,2j 


dxi 




[( i )^ dm ^ f j 2 i i )^ 1 dmii ^ 
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注意到 m 2 j 是函数 …， ( fin 关于自变量 •， yj - i ， yj + i ，...， yn ) 的 
Jacobi 行列式！它是 （n - 1) 行 （n - 1) 列的.而关于的 Kronecker 恒等 
式恰是上式右端的方括弧中的表达式等于零.故 Kronecker 恒等式可以归纳地 
证得 .） 

( iv ) 试证： 



/ o ip(x)J^(x)m(dx) 



dgM 

dxi 


m(dx). 


(提示 ：利用 ⑻， 



/ o (p(x)J(p(x)m(dx)= 



det 


▽(咖 )) 


V ( p 2 


m(dx). 


V ( f n 


再对右端积分中的行列式按第一行展开 

(V) 试证： 

f f 。 (fi{x)Jtp(x)Tn(dx) = - f ^^-rr^dx) + 分部后得到的边界项. 

JK n JR n 


(提示：利用 （ iv )， 再用 Fubini - Tonelli 定理及分部积分法 .） 

( vi ) 试证： 

/ /。#(乂)‘(乂)爪(*0= / /( y ) m ( dy ). 

Jn n Jn n 

(提 示： 利 用⑴的 （3), ( iii ) 和 （ v ), 再注意 g 的定义 .） 

( vii ) 如前所述的 a 即… R " — R n 是一个满足以下条件的二次连续可 
微 映射： 

| x | 彡 1 => ( f ( x ) = X. 

试证： P 是11"到自身的满射. 

( 提示： 假设有 y 0 多 P ( R n ) ，则 lyolan < 1. 先证明有一个以 yo 为球心 
的半径大于零的闭球 B 0 , 使得 Bo n ^( R n ) = 0.设/是个支集在 Bo 内的不 
恒等于零的非负连续函数，试证： 

J /m(dy)^ J /(v?(x)) 々 m(dx).) 

( viii ) 试证以下定理： 
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定理 10.9.1 (中间值定理）设 p 是由 R n 的单位闭球到 R n 的连续映 
射，且在单位闭球的边界上是恒等 映射： 

|x|an = 1 (f(x) = X. 

则映射 W 的像盖住了整个单位闭球. 

(提 示： 可以把 W 连续地延拓到整个 R 71 上,利用第22题 （ iv ) 可以用一串 
光滑函数逼近它，且这串光滑函数在单位球外是恒等映射.对这串光滑函数用 
( vii ) 的结果.然后再用紧性原理 .） 

( ix ) 设 岭是由 R " 的单位闭球 B 到自身的连续映射.假若对于一切 xeB , 
都有 ^( x ) ^ x , 则由 t /；( x ) 出发穿过 x 的半直线与 0 B 有一个交点，记它为 
<^( x ). 试证： ( p 在 B 上连续. 

f 提示： 先证明 inf \ jp ( x )- x\ H n >0. 然后证明以下 等式： 

\ xGB 

V ?( x ) = A ( x ) + (1 — A ( x )) 矽 ( x )， A ( x ) > 1， 


( x ).( x — 矽 ( 乂 )) + \/ 陟 ( 乂 ).( 乂一蠄 (WV + U-I 分 ( x )l 2 )l x _4(x)| 2 ) 

_ |x-0(X)| 2 ) 

(X) 试证以下定理： 

定理 10.9.2 ( Brouwer 不动点定理）设☆是由 R n 的单位闭球 B 到 

自身的连续映射，则一定有 x € B ， 使得 0( x ) = x . 

(提示：用反证法•对 （ ix ) 中的用 ( viii ) 的结果 .） 

36. 本题的目的是给出定理 10.6.3 的另一种证明.我们只证明定理 10.6.3 
的以下的特殊情形.有了它，一般情形不难获得. 

定理 10.6.3' 设[/是 IT 中的开集，#是 U 到 ip ( U ) C R n 上的双射， 
^是二次连续可微的，且#的 Jacobi 行列式 々在 U 上恒大于零，则对于任 
何支集包含于 ^>{ U ) 内的连续函数/，有 

L fdm = / (/ o (p)J(pdm. 

Ju 

( i ) 在 ifi { U ) 所在的空间 R n 上构造一个关于 ^{ U ) 的单位分解 


Vye cp ( U ) 
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其中每个巧 (j = 1，2,…）是支集包含于一个半径不大于 e 的开球 B , C 潮 
中的连续函数（这个单位分解的存在是由定理 8 . 6.1 保证的).记厶= f Pj J = 
1,2,.... 每个/,的支集包含于一个半径不大于 e 的开球 B , C w ( f /) 中.若 



( fj 。( f ) J 屮 dm ' 

Ju 




试证： f f 

/ fdm = / ( J 。 WJifdm . 

Jtp(U) Ju 

有了 （ i ) 的结果，只须证明定理10.6.3 , 的结论对于支集包含于一个半径为 
e 的开球 B 中的连续函数/成立就够了，其中 e 是任何给定的正数.下文中永 
远假设/是一个支集包含于一个半径不大于 e 的开球 B 中的连续函数， e 的大 
小将在下文中确定. 

( ii ) 试证：对于每个半径为 e 的球 B ， 包含于某个半径为5⑷的 
球内，且 lim (5( e ) = 0. 

因为对于定理的条件和结论均无影响.下文中永远假设/是一个支集 
包含于一个球心在原点而半径为 e 的开球 B 中的连续函数, e 的大小将在下文 
中确定.而^ -1 (0) =0. 

( iii ) 假若有一个二次连续可微的映射 ^： R n ^ R n , 使得以下三个条件得 
以 满足： 


( a ) Vx G ^ _1 ( B )(^( x ) = v ?( x )). 

( c ) 彐 r > OVx E R n (| x|Rn > r => i /?( x ) = x ). 


且 


试证: 



对于映射 4 可以用第35题 （ vi ) 的结果，有 



因此 



(/ 0 (f)J(pdm. 


下面我们只要给出满足条件 （ a )，（ b ) 和 （ c ) 的映射矽的存在性的证明，定理 


10.6.3' 的证明就完成了. 
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^ 构筑如下： 

(iv) 令 

Vx £ R n (|x|Rn ^ d =>► ip(x) = p(x ))， 

其中 d 是一个正数，它的大小将在下文中确定 . 试证： 
e 充分小 => (^-'(B) C {x € R n : |x| R n ^d}=^ ( iii ) 中条件 ( a ) 得以满足 . 

(v) 试证： 存在一个函数 5 : R ^ [0,1], 使得 5 e C°°(R ), 且 

f 1 ， 当 f 彡 0 ， 

s(t) = < 单调地由 1 降至 0 ，当 0 彡 Z 彡 1 ， 

U 当 Ol. 

( vi ) (p 在原点的 Taylor 展开是 


V?(x) = Mx + N(x), 

其中矩阵 M 可逆，因而有 m > 0, 使得 |Mx| R n ^ m|x| R n ， 而 

|^V(x)|Rn ^ 0(x)|x|Rn. 


当 d 彡 | x | Rn 彡 2 d 时，令 

V >( x ) = Afx + s(|x|Rn/d - l ) iV ( x ). 

试证： 存在充分小的正数 d ， 使得当 |xi R n < 2d 时， |N(x)| R n ^ (m/2)|x R n. 
因而当 d < | x | R_n < 时，有 

I^WlRn ^ (md)/ 2 . 

( vii ) 试证以下纯属于线性代数的 引理： 

引理 10.9.1 任何行列式大于零的实矩阵 M 可以光滑地形变到单位矩 
阵/，且形变过程中的矩阵的行列式均夹在 detAf 与1之间. 

(提 示： 设 M 的第1列列向量 Cl 与 ei = (1,0,*..,0) T 不平行，通过由 
Q 和 ei 所张成的平面上的单参数旋转族/你)，使得 fi (0) = J ，且 R ( l)d = 
ke l , k >0. R (1 )M 的第一列是 fc ei . 不难通过光滑形变将 R (1 )M 的第一行变 
成 （ A :，0, •••，())•然后，通过同时光滑地改变第1列和第2列使得矩阵的第一列 
成为 e l 5 并使行列式不变.以上形变均不改变行列式.再用数学归纳法 

( viii ) 记 （ vii ) 中 M 到 J 的光滑形变为 M ⑴，使得 Af (0) = M , M ( l ) = /. 


令 
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I M(|x|Rn/d- 2)x, 若 2d 彡 |x| R n < 3d, 

別 x) 卞 若 I 柄讪 

试证: 有一个正数 Z > 0, 使得 Vt € [0, l]Vx G R n (|M ⑷ x| R n 彡 /|x| R n), 因而， 
当 |x| R n 彡 2d 时， 

^ /|x|r/i 彡 2Zd. 

(ix) 试证： 在 d 和 e 选得使以下条件得以满 足时： 

( 1 ) d 选得如此之小，使得 |x| R n < 2d 时， \ N ( x)\ K n ^ (m/2)|x| R n. 

(2) e 选择得满足以下三条件：① <5(e) < d; ② e < (md)/2; ® e < 2/d, 

则 （ iii) 中条件 （ a), (b) 和 （ c) 便成立. 

这样，定理 10.6 .Y 证毕 • 

37. 我们愿意重温一下临界集和临界点的概念：设映射分：万 — R" 是连 
续可微的.集合 


K = {y = *0( x )6 rp(D)\ rp(dD ) : 々( x ) = 0} 

称为映射蠄的临界集.映射畛的临界集中的点称为映射沴的临界值.映射沴 
的临界集原像中的点称为映射分的临界点.根据 Sard 引理（参看第15题)，映 
射珍的临界集的 Lebesgue 测度 为零. 

下面我们要引进在映射4的非临界点处的映射4的映射度 (mapping de ¬ 
gree ) 的概念. 

定义 10.9.5 假设 y € 寸 ( D )\ tHdD ) 不是 xp 的临界值，且方程 y =珍 ㈨ 
只有有限个解 x . 映射矽在点 y 处的(映射）度定义为 

deg^(y) = s g n 々（ x )， 

t/^(x)=y 


其中符号函数 sgn 定义 如下： 

{ 1 ，若 x > 0 
0，若 z = 0， 

一 1,若 z < d 

我们要在本题中证明以下的推广了的换元定理. 

定理 10.9.3 设 £) 是 R " 中的连通开集，映射0 :万 — R n 在万上二 
次连续可微，0 C _ 是开集，且岭的映射度在0上恒等于1 (这里蕴涵了 
0与少 的临界集尺不相交，且 Vy € 0( 方程 y = 4( x ) 只有有限个解 x )) .又 
设/是一个支集包含于 O 内的连续函数，则以下换元公式成立： 


§10.9 习题 413 


/ f { y ) m ( dy )= / f ( Mx )) Jtp ( x ) m ( dx ). 

Jrl >{ D ) JD 

这个定理的证明分成以下几步：下文中的 D ， O , 殄和/满足定理 10.9.3 
中所述的条件. 

( i ) 试证： 对于任何77 > 0与任何 a > 0,有一个包含4的临界集 K 的开 
集 C ， 使得 m { C ) < r /, 且 Vy € C { p { y , K ) < a ). 

(提 示：用 Sard 引理，即第 I 5 题，和引理 9.5.2.) 

( U ) 假设 y e ( supp /) nC c c on C , 则在 D 中有有限个点 X , ，…， Xfc ， 使 
得 ^>( xj ) = y ，且 ^( xj ) / 0, j = 1， ...，/ c . 试证：存在一个 £y > 0,使得以 y 
为球心的，半径不大于 ey 的开球 By 必满足以下三个 条件： 

(1) Vz € By ( p ( z ， K ) > b ), 其中&是一个不依赖于 z 的正数. 

(2) 妒- 1 ^」是由 fc 个连通成分组成的 WUBy ) = 0 Gi 是 

的连通 成分；且〜 在每个连通成分 G , 上保持常号. 

(3) 每个映射 椒 ： Gi — B y (i = 1，…， fc ) 都是双射，它和它的逆映射都 
是一次连续可微的. 

(提 示： supp / 与 K 的距离大于零.再用反函数定理 •） 

( iii ) 试证：存在有限个点 yi ， …， y；v € supp / nC c ，使得对应的 W 个球 
B yi ，…， B yyv 覆盖 supp / HC c , 因而 

N 

supp / C C U [J By r 

/ =i 

/ N+l \ 

由推论 8 . 6 . 2 , 对应于这个覆盖的单位分解 { pz } iIi ： Vy € supp /( ^ pKy )= M * 

而 supp pi C Byj (Z = 1，…， iV ) 且 supp pn+i C C. 

( iv ) 记力 = fpi(l = 1, - ..， iV + 1). 对于任 何 Z € {1, - - •, AT}, rp ~ ] ( B yi )= 

G G ， G 是 ^~\ B yi ) 的连通成分.（为了不使符号太累赘， G t 不写成了， 
k 1 然这里的 G 事实上依赖于 ！!） 试证： 

[ fi { y ) m ( dy ) = sgnJ^(Gi) ( / i ( t /?( x )) J t / ,( x ) m ( dx ), 

JB yi JGi 

其中 sgnJ ^( Gi ) 表示在 Gi 上保持不变的符号 • 

( v ) 对于 任何/ €{1，…， #}， 试证： 

/ //( y ) m ( dy ) = sgnJ ^( Gi ) / / z ( i /；( x )) J ^( x ) m ( dx ). 

Jfp ( D ) Jd 
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( vi ) 试证: 



/ N + i ( y ) m ( dy ) ^ max |/|^. 


( vii ) 试证：存在 5 = <5 ⑷ > 0,使得 |&5( a ) = 0,且 


/ N + i (^( x )) J ^( x ) m ( dx ) < m (^~ l { C )) mox \ f \5. 



( viii ) 给出定理 10.9.3 的 证明. 
38. 设0 < a < 1. 

⑴试证： • 


(0,1] 1 + x 


dx 


(一1广 




提示： 利用展开式 


1 + x 


2 ㈠ 广产 - 1 


0 


和 Lebesgue 控制收敛 定理. 
( ii ) 试证： 



【 l.OO) 


+ X 


dx 


f -(- i ) 

^ a — i 


(提 示： 作替换 : r = 1/ A 利用⑴.) 
( iii ) 试证： „ 



[O,oo) 


_ dx = —- — 

+ x sin na 


(提示 ：利用 ⑴，⑼和§ 6 . 9 第31题 ( vi ).) 

( iv ) 试证 Beta 函数的以下 公式： 对于一切0 < a < 1，有 


B ( a ， 1 — a ) 


sin na 


特别， 


2 J 2 


(提示：利用 （ iii ) 和§ 6 . 9 第25题 ( ii ).) 

( v ) 试证 Gamma 函数的余元公式：对于一切0 < a < 1，有 


r ⑷ r(i-a) 


sin 7ra 
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特别， 


r(l/2) = y/n. 


(提 示： 利用 §6.9 第25题 （ vi ), 请与 §6.9 第24 题⑴ 比较 •) 


( vi ) 试证: 



eT x dx 


R 


2 


(提示：作替换 i = a ； 2 , 上式左端的积分可由 r ( l /2) 表示.请与 §6.9 第22 


题比较 .) 


39. 设0 < a，6 < 1. 试证: 



x - 



[O,oc) 


—X 


dx = 7r(cot7ra — cot7r6). 


提示：作第38题中的替换，得到 



X 


-x b 


dx 


[O,oo) 


X 



X 


X 


dx 


[ 0 , 1 ] 


X 



X 


b 


X 


b 


dx 


x 


利用展开 


X 


X 


X 


E (- nK — 1 - E(m 


a+i/ 


=o 


o 


再用 §6.9 第 31 题的 ( iv).J 

40. 设 / 和 g 是闭区间 [ a , 6] 上的 Lebesgue 可积函数.对于任何 : r e [ a , 6], 

又设 x x 

F ( x ) = F(a) + J f{y)dy, G(x) = G(a) - J g{y)dy. 

试证：以下的分部积分公式 ^ ° 

j: F(x)g{x)dx = F{b)G(b) - F(a)G{a、- j: G(x)f{x)dx. 

(提示：记 T = {( i ， y ) : a ^ y ^ x ^ b}, 试证 
I F{x)g(x)dx = J lT{x,y)f{y)g{x)drri 2 {x,y) + F{a) f g(x)dx, 


其中 m 2 表示 R 2 上的测度. 
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注试与命题 6.11.3 比较.这里给出了分部积分公式的另一个证法，但它 
的结果未必比命题 6.11.3 的好. 

41. 试证： 

( i ) 以下的函数组 

|( L ) _1/2 cos ^ : m € n } U {(2 L)~ 1/2 }U |( L ) -1/2 sin ^ : m 6 n | 

构成 L 2 ([- L ， i 】; C ) 中的正交规范基. 

(提 示： 证明上述函数组与以下函数组线性等价，换言之，可互相线性表示： 

{(2 L )" 1/2 e i7rmx/L : m € Z }.) 


( ii ) 以下的函数列 

| ( L /2) _1/2 cos : m G n | U { L - 1/2 } 

构成 L 2 ([0， L ]; R ) 及 L 2 ([0, L ]; C ) 中的正交规范基. 

(提 示： L 2 ([0, L ]; C ) 与 L 2 ([- L , L ]; C ) 中的全体偶函数组成的子空间同构 .) 

( iii ) 以下的函数列 


(L/2) — 


1/2 


sin 


nmx 

~T~ 


: m G N 



构成 L 2 ([0, L ]; R ) 及 L 2 ([0, L ]; C ) 中的正交规范基. 

(提 示： L 2 ([0, L ] ; C ) 与 L 2 ([- L , L ]; C ) 中的全体奇函数组成的子空间同构 .) 

42. 试证： 闭区间[0，1]上没有这样的-•个可测子集五 C [0，1]，它使得 


Vx € [0, l )( m(En [0, x ]) = x /2). 

43. 本题想给出一个也许是最简单的换元公式的证明. 

( i ) 试证明换元公式对于初等微分同胚是成立的. 

(提示：用 Fubini - Tonelli 定理和一元的换元公式 .） 

( ii ) 试证明定理 10.6.2. 

(提 示：用 ⑴，单位分解定理和定理 8.5.3.) 

44. 设 ( X , A / x ) 是个测度空间，/是 ( X , A / x ) 上的一个非负可积函数.我 
们知道，映射 

A 3 E f fdfi € R 
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是个 *4 上的测度（参看定理 10.2.1). 记 



试证: 


⑴对于任何非负-可测函数 p ， 有 


gfd 卜 


(提示：用引理 10.5.2.) 

( ii ) 对于任何 ( X , A v ) 上的可积函数 p ， 有 

gdu = 

进一步阅读的参考文献 

以下文献中的有关章节可以作为测度和积分理论的进一步学习的 参考： 

[1] 的第十章相当详细地介绍了积分理论，包括向量值函数的 Bochner - 
Lebesgue 积分理论. 

[3] 这篇短文包含积分在非双射的映射下的一个换元公式及其在不动点定理 
上的应用.文章用了微分形式的知识. 

[6] 的第十章介绍了积分理论. 

间的第三章相当详细地介绍了积分理论，第五章相当详细地介绍了函数 
空间 • 

[13] 的第三卷第一章介绍了测度和积分理论.这里用直接延拓积分定义域的 
Riesz - Daniell 方法来介绍 R n 上的 Lebesgue 积分.介绍得十分简练. 

[14] 是一本关于测度与积分的经典著作，虽然老了一些，但经常被引到. 

[15] 的第十六章介绍了积分理论.这里用直接延拓积分定义域的 Riesz - 
Daniell 方法来介绍 R 上的 Lebesgue 积分.第二十六章介绍了 上的 
Lebesgue 积分理论.介绍得十分简练. 

[16] 这本小册子用直接延拓积分定义域的 Riesz - Daniell 方法来介绍 IT 上 
的 Lebesgue - Stieltjes 积分.还包括了带符号的所谓 Radon 测度， Jordan 分解， 
Hahn 分解和 Radon - Nikodym 定理等内容.介绍得十分简练. 

[17 j 的第四章介绍了积分 理论. 这里用直接延拓积分定义域的 Riesz-Daniell 
方法来介绍 R 上的 Lebesgue 积分. 
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[19] 这两篇短文包含积分在非双射的映射下的一个换元公式及其在不动点 
定理上的应用. 

[20] 的第一章介绍了测度和积分理论，第二章介绍了 Lebesgue 函数空间的 
理论 • 

[22] 的第十三章用直接延拓积分定义域的 Riesz-Daniell 方法详细地介绍了 
测度和积分理论. 

[23] 的第六章介绍了测度和积分理论. 

[24] 较详细地介绍了测度和积分理论.它交替使用 Lebesgue-Caratheo- 
dory 测度论的方法和直接延拓积分定义域的 Riesz-Daniell 方法,揭示了两个方 
法的联系.内容丰富，并附有一套很好的习题. 
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A 

乂-可测简单函数 

267 

•4 -可测映射 

264 

按测度收敛 

283 

Arzela-Ascoli ( 阿尔采拉 - 

阿斯科利）定理 

51 

B 

Baire ( 贝尔）纲定理 

31 

半格 

302 

Banach ( 巴拿赫）不动点定理 

34 

Banach ( 巴拿赫）不动点定理 

的加强形式 

82 

Banach ( 巴拿赫）空间 

185 

Banach, S. 

185 

保定向的微分同胚 

363 

保（持）法（向量的）坐标图卡 

180 

保守力场 

161 

本质上确界 

321 

Beppo Levi ( 彼波列维） 

单调收敛定理 

277 

Bernoulli ( 伯努利）概型 

222 

Bernstein ( 伯恩斯坦）多项式 

80 

Bessel ( 贝塞尔）不等式 

343,345 

闭包 

5 

闭集 

5 

闭形式 

358 


变分法 

205 

边界（拓扑的） 

6 

BolzanoWeierstrass (波尔査 

诺 - 魏尔斯特拉斯）性质 

45 

Borel-Cantelli ( 波雷尔-坎 

特利）引理 

251 

Borel ( 波雷尔）代数 

227 

Borel ( 波雷尔）测度 

228 

Borel ( 波雷尔）（可测）函数 

264 

Borel ( 波雷尔）（可测）集 

227 

Born ， M. 

169 

Born 近似 

169 

Born 展开 

169 


Brouwer ( 布劳威尔）不动点定理 409 
Bunyakowski ( 布尼亚科夫斯基） 


不等式（连续的，或称积分形 
式的） 324 

C 



110, 111，131 

C r 类微分同胚 

122, 131 

Cantor ( 康托尔）三分集 

62 

Caratheodory ( 卡拉西厄道雷） 

可测集 

235, 238 

Caratheodory 定理 

235 

Cartesian ( 笛卡儿）积 

20, 23 

Cartan, E. ( 嘉当 , E.) 

132, 136 

Casimir ( 凯西密尔）算子 

156 
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Cauchy ( 柯西）等式（连续的， 

或称积分形式的） 324, 339 

Cauchy ( 柯西）列 31 

Cauchy-Ricmann ( 柯西 - 黎曼） 

方程 153 

测度 228 

测度空间 228 

测度空间的完备化 254 

测度的张量积 305 

长度 3 

常微分方程 Cauchy 问题的 

存在唯一定理 35 

常映射 7 

超曲面 174 

Chebyshev ( 切比雪夫） 

不等式 349, 369 

成分 61 

乘积度量空间 20 

乘积拓扑空间（有限个拓扑空间 

的，无限个拓扑空间的） 20, 24 
次可数可加性 233 

重线性映射（有限维空间上的， 

线性赋范空间上的） 186 

重线性映射的范数 186 

重指标 111 

稠密集 7 

处处不稠密集 83 

初等微分同胚 122 

Clapeyron ( 克拉佩隆）理想 

气体状态方程 153 

粗糙 75 


D 

代数 220 

代数基本定理 161 

单调族 255 

单调族定理 255 

单位分解 129 

单位分解定理 125 

到闭凸集的投影定理空 

间的 ， Hilbert 空间的） 330, 340 
导集 6 

道路连通 78 

导数（映射的） 92, 192, 193 

导映射 193 

等度绝对连续 289 

等度连续 51 

等高面 118 

第二纲集 83 

第二可数公理 18 

笛卡儿积（有限个集合的，无限 

个集合的） 20, 23 

第一纲集 83 

第一可数公理 67 

定向（平面的，平行四边 

形的） 359, 360 

Du Bois Reymond ( 杜布瓦雷芒） 

引理 208 

度量 10 

度量空间 10 

度量空间的完备化 71 

度量外测度 240 

度童空间的诱导拓扑空间 12 
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度量子空间 

17 

对偶空间 

332 

多项系数 

112 

Dynkin (邓金 ） 7T-A 定理 

298 

E 

Egorov (叶果 洛夫） 定理 

287 

e (epsilon) 网 

44 

二次微分形式 

354, 359 

二次微分形式的回拉 

361 

二次微分形式的积分 

363 

二 阶导数 

108, 200 

二 阶微分 

200 

二项概率模型 

223 

Euler ( 欧拉）公式（关于齐次 

函数的） 

150 

Euler-Lagrange ( 欧拉 - 拉格朗日） 

方程 （组） 

208, 209 

Euler-Poisson ( 欧拉 - 泊松） 

积分 

377 

Euler ( 欧拉）算子 

156 

F 

F.Riesz (F. 黎斯）表示定理 

332 

F.Riesz (F. 黎斯）关于按测度 


收敛与几乎处处收敛的关 


系的定理 

286 

法向量 

178 

反函数定理 

114, 122 

( 外积的）反交换性 

357 

反定向的微分同胚 

363 

范数 

3, 64, 185 


仿紧空间 

128 

方向导数 

103, 201 

方向微分 

103 

Fatou ( 法托)引理 

278 

Fatou ( 法托)引理的 Lieb ( 李伯 ) 

形式 

282 

非退化临界点 

151 

分辨 

56 

分层蛋糕表示公式 

373 

分配律（微分形式的） 

357 

封闭曲线 

165 

Prechet ( 佛莱歇）导数 

92, 192 

赋范线性空间 

64, 185 

赋范向量空间 

64, 185 

Pubini ( 富比尼）定理 : 

506, 308 

Fubini-Tonelli ( 富比尼 - 托奈利） 

定理 

307 

G 

r ( 伽马）函数的余元公式 

414 

高阶导数 

200 

高阶偏导数（函数的，映射的） 

108 

高阶微分（函数的，映射的） 

200 

Gateaux ( 伽托）导数（函数的， 

映射的） 103, 201 

Gateaux ( 伽托）可微性（函数 

的，映射的） 

103 

Gauss ( 髙斯）散度定理 

399 

Gauss ( 高斯）误差积分 

377 

格 

56 

更粗糙的滤子 

75 

更精细的滤子 

75 
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功 140 

共轭变量 214 

共轭空间 332 

勾股弦定理 242 

Gram (格兰）行列式 179 

Gram-Schmidt (格兰-施密德） 

正交化方法 344 

Green (格林）恒等式 400 

Green (格林）公式 365, 366, 367 

孤立点 6 

广义动量 214 

H 

Hadamard (阿达玛）引理 172 

Hadamard-Levy (阿达玛-列维） 

反函数整体存在定理 166 

Halley , E . 164 

Hamilton (汉密尔顿）方程组 216 

Hamilton (汉密尔顿）函数 215 

Hamilton (汉密尔顿）原理 216 

函数的回拉 132 

函数独立 148 

函数相关 148 

函数无关 148 

函数在流形上的积分 391 

Hanner (汉纳）不等式 328 

Haxdy-Littlewood (哈代-李特 

伍德）单边极大函数 350 

Hardy-Littlewood (哈代-李特 

伍德 )极大不等式 353 

Hardy-Littlewood (哈代-李特 

伍德 )极大函数 348 

Hausdorff (豪斯朵夫）空间 29 


Hesse (黑塞）矩阵 151, 170 

Hesse (黑塞）行列式 ( Hessian ) 


151, 170 

Hilbert (希尔伯特）空间 339 

Holder (赫尔德）不等式（连续的， 

或称积分形式的） 323 

环面 28 

换位算子 156, 169 

换元公式（多元函数的） 312 

冋拉（函数的，微分形式的）132, 134 

冋路 165 


J 

Jacobi (雅可比）行列式 ( Jacobian ) 93 
Jacobi (雅可比）矩阵 93, 105, 309 
Jensen (詹森）不等式（连续的） 321 


基（拓扑的） 17 

基本列 31 

迹范数 183 

积分余项 (Taylor (泰勒）展开的 ） 15 2 
积分的定义（非负简单函数 
的，非负可测函数的，可 
积函数的） 270, 272, 274 

集（合）函数 219 

几乎处处 ( a . e .) 269 

极限（滤子的） 76 

极限点 6, 77 

简单可测函数 267 

简单函数 267 

角动量守恒定律 162 

角动量算子 155 

接触点 77 
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紧集 

38 

紧空间 

38 

静电力场 

154 

精细 

75 

局部齐次函数 

150 

局部有限覆盖 

128 

聚点 

6, 77 

距离 

10, 71 

卷积 

381 

绝对连续 

275 

绝对值积分拓扑 

3 

K 

开覆盖 

38 

开集 

2 

开邻域 

4 

开球 

3, 4, 10 

开映射 

25 

可测函数 

264 

可测集 

227, 235 

可测空间 

227 

可测映射 

264, 370 

可分拓扑空间 

7 

可和函数 

274 

可积函数 

274 

可加集函数 

220 

可数可加（集函数） 

228 

可微函数（无穷维空间上的， 

多元函数的） 91，103, 191 

Kepler (开普勒）第二定律 

164 

Kepler (幵普勒）第一定律 

164 

Klein (克莱茵）瓶 

29 


Kronecker (克朗内克）恒等式 407 

L 

d 302 

L p 的完备性 326 

L p 的对偶空间 331 

L p 范数的可微性 329 

L p 空间 320 

C p 空间 320 

Lagrange (拉格朗日）方程组 212 

Lagrange (拉格朗日）函数 212 

A - 系 297 

(髙维积分的 ) Laplace (拉普拉斯） 

渐近公式 404 

Laplace (拉普拉斯）算子（欧氏 

空间上的，广义的） 15 4 

Lax-Milgram (腊克斯-密尔 

格蓝）引理 167 

Lebesgue (勒 贝格丨 不可测 

集的存在性 244 

Lebesgue (勒贝格）测度 238 

Lebesgue (勒贝格）分解定理 337 

Lebesgue (勒贝格）积分 274 

Lebesgue (勒贝格）积分与 

Riemann (黎曼）积分的比较291 
Lebesgue (勒贝格）可测函数 264 

Lebesgue (勒贝格）可测集 238 

Lebesgue (勒贝格）（可加）集函数225 
Lebesgue (勒贝格）控制收敛 

定理 281, 282, 287 

Lebesgue-Stieltjes (勒贝格-斯 

蒂尔吉斯）测度 238 
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Lebesgue-Stieltjes (勒 贝格斯 

蒂尔吉斯）（可加）集函数 225 
Lebesgue-Stieltjes (勒贝格-斯 


蒂尔吉斯）外测度 234 

Lebesgue (勒贝格）外测度 234 

Lebesgue (勒贝格）微分定理 353 
Legendre (勒让德）变换 170 

离散拓扑 2 

离散拓扑空间 2 

连通成分 61 

连通集 58 

连通空间 58 

连续重线性映射空间 188 

连续函数 7 

连续线性泛函 332 

连续映射 7 

连续逐段线性函数 69 

列紧集 45 

列紧空间 45 

临界点 150 

邻域 4 

邻域基 66 

Lipschitz (李普西茨）连续 165 

Luzin (鲁金）定理 405 

滤子 73 

滤子基 74 

滤子基生成的滤子 75 

M 

面积速度守恒定律 164 


Minkowski (闽科夫斯基）不等式 
(连续的，或称积分形式的） 324 


模 3 

Mobius (麦比乌斯）带 28 

Morse (莫尔斯）引理 174 

可测集 235 

可测集 235 

N 

n 阶导数 200 

n 阶微分 200 

n - 线性映射 186 

内测度 252 

内点 4 

内核 6 

内积空间 338 

Newton , I . 164 

Newton-Leibniz (牛顿-莱布尼茨） 

公式（线积分的） 143 

Newton (牛顿）引力场 154 

O 

Osgood (奥斯古德）定理 33 

P 

7 T - 系 297 

偏导数（函数的，映射的 )104, 199, 200 
偏映射 200 

偏微分 200 


Picard (毕卡）关于常微分方程 

Cauchy 问题存在唯一定理 35 
Picard (毕卡）关于常微分方程 
Cauchy 问题存在唯一定理 
的加强形式 82 

平凡拓扑 2 
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平凡拓扑空间 2 

平行四边形等式 329, 340 

Poisson (泊松）方程 401 

Poisson (泊松）方程的基本解 401 
Ptolemy (托勒密）等式 329, 340 

普通拓扑 （ R 上的， R n 上的） 2 

Q 

齐次函数 150 

齐次函数的 Euler (欧拉）等式 1 S 0 
恰当形式 358 

(测度的）前推 370 

嵌入映射 16 

切空间 175 

切向量 175 

切映射 192 

全不连通空间 62 

全有界集 44 

R 

R n 中的 （n - 1) 维流形 174 

Radon-Nikodym (拉东-尼科丁） 

定理 335 

日出引理 259, 351 

Riesz-Daniell (黎斯-丹尼尔） 

方法 219 

Riesz (黎斯）定理 286 

S 

散度 399 

Sard (萨特）引理 381 

Schauder 基 184 


Schwarz (施瓦茨）不等式（连续 


的，或称积分形式的） 324, 339 

Schwarz (施瓦茨）定理 （ n 维空间上 


的，无限维空间上的）109, 202 

上半连续映射 

68 

上拓扑 

2 

(S S ) 生成的拓扑 

22 

收敛（点列的，滤子基的） 

29, 76 

商拓扑 

25 

商拓扑空间 

25 

双线性映射 

186 

a - 代数 

226 

a - 有限测度 

300 

Stokes (斯托克斯）公式（三维 


空间上的） 

367 


Stone-Weierstrass (斯通-魏尔斯 
特拉斯）逼近定理（实值函数 
的，复值函数的） 56, 73 

算子范数 79, 96 

锁链法则（无穷维空间上的，多元 
函数的） 99, 193 

T 

Taylor (泰勒）展开公式（多元函 
数的，向量值函数的，带 
Peano 余项的，带积分 
余项的） 112, 152, 203, 204 

Taylor (泰勒）级数（函数的， 

映射的） 153 

梯度场 153 

梯度算子 153 
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体积集函数 

247 

提升 

164 

调和函数 

155, 402 

Tonelli (托奈利）定理 

303 

同胚 

9 

同胚映射 

9 

投影（映射） 

21, 23 

凸包 

79 

凸集 

79, 101 

图卡 

175 

推广的日出引理 

260 

拓扑 

1 

拓扑边界 

6 

拓扑的（强弱）比较 

4 

拓扑空间 

2 

拓扑空间的积 

20, 24 

拓扑空间的基 

17 

拓扑空间的商 

25 

拓扑子空间 

16 

Tycho (推科） 

164 

U 

Urysohn (乌雷松）引理 

89 

V 

Vitali (维他利）定理 

289 

W 

外测度 

233 

外积 

357 

外微分 

132, 354 

完备测度空间 

254 

完备度量空间 

31 


完备化 

71， 254 

完全分离的集合 

240 

完全集 

63 

微分（无穷维空间上映射的，- 

ri 维 

空间上映射的） 

92, 192 

微分同胚 

122, 131 

微分形式 （ n 维空间 

上的） 132, 

354, 364 

微分形式在流形上的积分 

( n 维空间上的） 

141, 391 

微分映射 

193 

位（势）场 

153 

位（势）函数 

153, 211 

位能 

211 

Weierstrass (魏尔斯特拉斯）多项 

式逼近定理 

57 

Weierstrass (魏尔斯特拉斯）三角 

多项式逼近定理 

57 

X 

下半连续映射 

68 

下拓扑 

2 

线性赋范空间 

64, 185 

线性微分形式 

132 

相对闭集 

16 

相对开集 

16 

相对拓扑 

16 

向量格 

56 

楔积 

357 

Y 

亚基（拓扑的） 

22 
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压缩映射原理 

34, 81 

( n 元的）严格笮调函数 

166 

一 次变分 

103 

一次微分形式 

132 

一次微分形式不变性 

106 

一次微 分形式的回拉 

134 

一 次微分形式的线积分 

141 

1- 形式 

132 

一 致度量 

49 

一致连续的映射 

15 

一致收敛拓扑 

3, 50 

隐函数 

119 

隐函数方程 

118 

隐函数定理（有限维的，无限 


维的） 

118, 210 

映射度 

412 

映射的微分 

92, 192 

映射的严格单调 

166 

(由生成的单调族 

255 

(由 S ) 生成的 (7- 代数 

227 

(由生成的拓扑 

22 

(由度量）诱导（得到的）拓扑 

12 

有界重线性映射 

186 

有界线性泛函 

332 

有限 e ( epsilon ) 网 

44 

有限覆盖 

38 

有限开覆盖 

38 

有限可加的集函数 

220 


有限增 M 定理（数值函数的，向量 


值函数的） 

102, 196 

有限覆盖 

38 

Young (杨格）不等式 

387 

Z 

Zermelo (策墨鲁）选择公理 

245 

张量（乘）积（心代数的， 

测度的） 

302, 305 

正规（拓扑）空间 

72, 88 

正交 

340 

正交补（子空间的） 

341 

正交规范基 

344 

正交规范向量组 

344 

正交投影 

341 

正交族（子空间的） 

342 

秩定理 

148 

支集 

111，125 

直径 

43 

逐段线性函数 

68 

中间值定理 

409 

中值定理（无穷维空间上的，多元 

函数的） 

101 

子覆盖 

38 

最大绝对值拓扑 

3 

最小作用量原理 

213 

作用量 

213 

坐标图卡 

175 


